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Die Konstante C berechnet sich aus der Forderung, dass w,(x) fiir # - oo eine
Dichtefunktion der Variablen x sein muss, d.h. [w,(x) dx muss gleich 1 sein. Da

[e*dx =|nist, folgt C=1/)Zanpq.

Zusammenfassend erhélt man also den Satz von Laplace:

Wenn die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Ereignisses 4 in # unabhingi-
gen Versuchen konstant gleich p (0 << p << 1) ist, so geniigt die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass in diesen Versuchen das Ereignis 4 genau x-mal eintritt, fiir # - oo der
Beziehung
_ (x—mnp)?

4 )t
W (t) = ———o——-.g 2"PL |

VZrnpg

und zwar gleichmissig fiir alle x, fiir die sich die nach (2) entsprechende Grésse z in
einem endlichen Intervall befindet. F.HEeicr, Weiden BRD
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Allgemeine Gestalt einer geradenerhaltenden Abbildung

In der folgenden Abhandlung soll gezeigt werden, dass eine stetige geradenerhal-
tende Abbildung der Ebene auf sich projektiv sein muss. Zu diesem Zweck wird zu-
ndchst Satz 1 bewiesen.

Satz 1: Es gibt genau eine projektive Abbildung der Ebene auf sich, die 4 Punkte
A, B, C, O in allgemeiner Lagel) in 4 Punkte P,, P,, P,, P, in allgemeiner Lage iiber-
fithrt, wobei 4 in P, B in P,, C in P; und O in P, iibergeht.

Beweis: Den folgenden Uberlegungen sind homogene Koordinaten zugrunde ge-
legt. Die gesuchte projektive Abbildung werde in der Gestalt

QX =dapU+apt+aw,
02 =a5 U + Az V + Agz @

angesetzt. Das Koordinatendreieck wollen wir dabei so wihlen, dass seine Ecken mit
A, B, C zusammenfallen, wihrend O der Einheitspunkt ist, was stets moglich ist, da
ja 4, B, C und O in allgemeiner Lage sind. Fiir die Koordinatendarstellung von 4, B,
C und O gilt dann:

A(1,0,0), B(0,1,0), C€(0,0,1), O0(1,1,1).

1) 4 Punkte heissen «in allgemeiner Lage», wenn keine drei auf einer Geraden liegen.
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Setzen wir nun die Koordinaten von Pi(%,, ¥;, 21), Pa(%s, Vo, 23), Pas(%s3, Vs, 23),
P,(x,, ¥4, 24) und die Koordinaten von 4, B, C und O in T ein, so folgt

kxy=ay, [ %= ays, m xg = Q3 ,
ky, =ay, [yy= Ay, mYys = Qog, ( (1)
k21:a31, l22:d32, '}’}123::&33.

N Xy = @11 + 1z + dy3,
N Yy = gy + Agg + dgg, (2)

N2y = gy -+ Agg + dgg .

k, I, m und » sind dabei von Null verschiedene noch niher zu bestimmende Proportio-
nalitdtsfaktoren.
Setzt man die Beziehungen (1) in (2) ein, so folgt

nxy=~Fkx + x5+ mxg, |
nyy,=RkRy;+1ly,+mys;, (3)

Zur Abkiirzung fithren wir ein

Xo X3 X4 X1 X3 Xy X1 Xg Xy X1 Xg X3
Dy=|v:y3%: | Dy =1{y1¥3Ys | Dy=|y1Y9a |, Dy=1| y192¥s
23 23 24 %1 R3 24 31 Ry Ry %1 %y 23

Dann folgt aus den Beziehungen (3)
k:l:m:n = Dy:(— Dy):Dg: D, .

Da die Punkte P,, P,, P, und P, nicht zu je dreien in einer Geraden liegen, sind die

4 Determinanten D,, D,, Dy und D, von Null verschieden. Das Verhéltnis der von

Null verschiedenen Proportionalititsfaktoren &, /, m und » lasst sich daher eindeutig

bestimmen. Es ist jetzt noch zu zeigen, dass die Transformation T eindeutig umkehr-

bar ist. Zu diesem Zweck muss gezeigt werden, dass die Determinante | a;, | # O ist.
Aus den Formeln (1) entnimmt man

X1 X X3
]a,-,clzk-l-m- y1¥2¥s | + 0,

21 %g Rg
womit alles gezeigt ist.
Satz 2: Jede umkehrbar eindeutige stetige Abbildung der Ebene auf sich, die
Gerade in Gerade iiberfiihrt, ist eine Projektivitit.
Bewess: Durch die homogenen stetigen Funktionen

%' =f1(x, Y, Z) ’ y, =f2(x: Ys 2') ’ Z'::—‘fs(x, Y, z) (4)
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sei eine umkehrbar eindeutige und geradentreue Abbildung der projektiven Ebene auf
sich gegeben. Gegeben sei nun das Rechteck 04 BC. Die Eckpunkte dieses Rechtecks
OABC werden durch die Abbildung (4) in die Punkte Q,, Q,, 05, Q, iibergefiihrt. Q,,
Q2 O3, Q4 sind 4 Punkte in allgemeiner Lage. Wiirden nidmlich etwa die Punkte Q,
Q,, Q5 in gerader Linie liegen, so miisste dasselbe wegen der Geradentreue fiir die
Punkte O, 4, B gelten, im Gegensatz zur Voraussetzung, dass O4 B C ein Rechteck ist.

y Q
4 03
5 B
&
0 A ¥ i
a Figur 1 b

Nun existiert nach Satz 1 genau eine lineare umkehrbare Transformation, die die
Punkte Q,, Q,, O, Q4 in die Punkte O, 4, B, C uiberfiihrt. Fiir diese mogen die folgen-
den Formeln gelten:

ou =by X'+ by + by,
0V = by X" + bog V' + byg 7', B=|b,|=*0.
Qw = by &' + by ¥ + b33 2",
o ist dabei ein von Null verschiedener Proportionalitdtsfaktor. Durch die Funktionen
ou = by fi + biafe + 03 f5,
0V = by f1 + basfo + bs3f3, (5)
0w = by f1 + bga o + b33 [
werden daher die Punkte O, 4, B, C auf sich abgebildet. Es handelt sich hier also um
eine Abbildung mit 4 Fixpunkten O, 4, B, C.

Ay

0 A A A, A x

Figur 2

Da die Geraden OB und AC bei der zusammengesetzten Abbildung in sich iiber-
gehen, ist ihr Schnittpunkt M ebenfalls ein Fixpunkt der Abbildung. Die Fixgeraden
OC und A4 B schneiden sich in ihrem Fernpunkt, der deshalb ein Fixpunkt der Abbil-
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dung sein muss. Das gleiche gilt fiir den Fernpunkt der Geraden O4 und CB. Die
Gerade M A4, parallel zur Y-Achse ist ebenfalls eine Fixgerade, da M ein Fixpunkt ist
und die Gerade M A, auch durch den Fixpunkt von OC und A4 B hindurchgeht. Daher
sind auch 4, und B, Fixpunkte der Abbildung. Analog zeigt man, dass auch C; und
C, Fixpunkte der Abbildung sind. Weitere analoge Betrachtungen kann man bei den
Rechtecken OA4,B,C und 4,4 BB, vornehmen. Man erhélt dadurch weitere Fixpunkte
Asund 4, auf der X-Achse zwischen den Punkten O und 4.

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens (fortgesetztes Halbieren) erkennt man sofort,
dass die Fixpunkte der Abbildung auf den Strecken OA4 und OC iiberall dicht liegen.
Wir wollen nun zunichst zeigen, dass jeder Punkt der Strecke O4 Fixpunkt ist.

XY

X sei ein beliebiger Punkt der Strecke OA. Wir nehmen zunéchst an, er sei kein
Fixpunkt der Abbildung. Der ihm entsprechende Punkt auf der X-Achse sei U, und es
sei | U — X | = d. U konnte auch ausserhalb der Strecke OA liegen.

Nach den obigen Betrachtungen kann man nun X durch fortgesetztes Halbieren
so zwischen zwei Fixpunkte F, und F,,;, einschliessen, dass gilt:

|X—F| <6, |X—F,|<6,

wobei  wegen der fortgesetzten Intervallhalbierung beliebig klein gemacht werden
kann. Wegen der Stetigkeit der Abbildung miisste dann auch | U — F,| und
| U — F, | beliebig klein gemacht werden konnen. Fiir beide Absolutbetrige gilt
aber stets

|U—~F|>d—¢ und |U—-F, ,|>d-9,

was einen Widerspruch gegen die vorausgesetzte Stetigkeit der Abbildung darstellt.
Samtliche Punkte der Strecke 04 sind daher Fixpunkte der Abbildung. Analog zeigt
man, dass simtliche Punkte der Strecke OC Fixpunkte der Abbildung sind.

Nunmehr verbinden wir einen beliebigen Punkt V" der X-Achse mit OV > 04 mit
dem Fixpunkt M durch eine Gerade. Diese Gerade schneidet OC in dem Fixpunkt W.
WMYV ist also eine Fixgerade. Da die X-Achse eine Fixgerade ist, ist auch V ein Fix-
punkt der Abbildung. Samtliche Punkte der positiven X-Achse und, wie man analog
beweist, der positiven Y-Achse sind also Fixpunkte. Ebenso zeigt man, dass auch die
negative X- und Y-Achse aus lauter Fixpunkten besteht.

Z sei nunmehr ein beliebiger Punkt der X Y-Ebene. Zwei beliebige Geraden g und
h durch Z schneiden die X- und Y-Achse in Fixpunkten, sind also selbst auch Fix-
geraden. Thr Schnittpunkt Z muss also ein Fixpunkt der Abbildung sein. Wir sehen
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]

Figur 4

also: Jeder Punkt der X Y-Ebene ist ein Fixpunkt der Abbildung. Die durch die For-

meln (5) vermittelte Abbildung muss also die identische Abbildung sein.
Es muss also gelten:

0x=0byfi+bfat bisfs,
0V =by [y + bagfo+ b3 5,

02 =by fy + b fo+ bg3 /5.
Wegen B # O folgt daraus

% byp b3 by % byg by byp %
flz'gg" Y by bog |, fa= % | boy ¥ bag |, f3= %"' boy baa ¥ |-
% bgy a3 b3y 2 b3 b3y b3q 2

Die gesuchten Abbildungsgleichungen sind daher linear und homogen.
J.MALL, Miinchen

LITERATUR

BieEBERBACH, L. Projektive Geometrie, (Leipzig und Berlin 1931) § 10.

BrascHKE, W. Projektive Geometrie, (Basel 1954). Abschnitt 17

ScHREIER, O., SPERNER, L., Einfithrung in die analytische Geometrie und Algebva, 11,
(Leipzig 1935) § 17.

Kleine Mitteilungen

Uber « Super perfect numbers »

In Band 24, S. 16-17 dieser Zeitschrift, hat Herr D. SURYANARAYANA eine kleine
Mitteilung veroffentlicht mit dem Titel « Super perfect numbers». Er betrachtet natiirliche
Zahlen »n, welche

a(o(n)) = 2n (1)

geniigen, wobei o(n) die Summe aller (positiven) Teiler von # bedeutet. Eine solche Zahl
wird «super perfect number» genannt. Wir wollen kurz s.p.n. schreiben. In der obigen
Mitteilung wird der folgende Satz bewiesen: «Eine gerade Zahl » ist genau dann eine s.p.n.,
wenn # = 27, und 2t! — 1 eine Primzahl ist.»

In diesem Beweis ist eine kleine Ungenauigkeit, welche aber leicht zu beheben ist.
Im zweiten Teil des Beweises wird behauptet, dass (2"t — 1) o(q); o(¢); 2"+ — 1 und 1
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