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Elementare Ableitung der Laplaceschen Formel der
Wahrscheinlichkeitsrechnung

Den Abschluss der elementaren Wahrscheinlichkeitsrechnung bildet die Unter-
suchung der grundlegenden Gesetzmaissigkeiten, die eines der wichtigsten Schemata
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, das Schema einer Folge unabhingiger Versuche,
beherrschen. Die Tatsachen, die man an diesem Schema bemerkte, waren richtung-
weisend bei der Untersuchung komplizierterer Schemata, die man in der Wahrschein-
lichkeitsrechnung betrachtet. BERNOULLI hat eine Folge unabhingiger Zufallsgrossen

fiir den Fall untersucht, dass nur die komplementiren Ereignisse 4 und 4 mit den

Wahrscheinlichkeiten w(A4) = p, w(4) = ¢ =1 — p eintreten. Die Wahrscheinlich-
keit, dass das Ereignis 4 bei #» unabhdngigen Durchfiihrungen des Experimentes ge-
nau x-mal eintritt, ist gegeben durch die nach NEwWTON bezeichnete Formel

w, (%) = (Z) prqgi—*  (x=0,1,2,...,n).

Die so bestimmte diskrete Verteilung heisst Bernoullische oder binomische Verteilung.
Sie spielt in den Anwendungen eine grosse Rolle. Da die Newtonsche Formel fiir grosse
» numerisch schwer zu handhaben ist, ist es notwendig, eine asymptotische Formel
aufzustellen, die es gestattet, w,(x) auch fiir grosse » in einfacher Weise und mit hin-
reichender Genauigkeit zu berechnen. Diese Formel hat als erster LAPLACE 1812 fiir
beliebige 0 << p < 1 angegeben. Sie zdhlt zu den wichtigsten Resultaten der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, denn hier tritt zum erstenmal das Exponentialgesetz oder
die Normalverteilung auf, die in der Wahrscheinlichkeitsrechnung grosse Bedeutung
hat. Bei der Ableitung der Laplaceschen Formel werden aber vielfach kompliziertere
Hilfsmittel benutzt, wie Reihenentwicklungen, Stirlingsche Formel, charakteristische
Funktionen, zentraler Grenzwertsatz. Hier soll aufgezeigt werden, wie man mit ein-
facheren Hilfsmitteln der Infinitesimalrechnung den Grenziibergang zur Laplaceschen
Formel durchfiithren und die gleichméssige Konvergenz der Newtonschen Formel ge-
gen die Laplacesche Formel in jedem abgeschlossenen Intervall nachweisen kann.
Der Beweis setzt die Kenntnis der statistischen Masszahlen Erwartungswert E(X)
und Streuung D?(X) einer binomisch verteilten Zufallsgrosse X voraus. Es gilt [1]

EX)=£=ywly) =np,

y=1
D)X)=0c=E(X—-&*=npq, @(Pp+qg=1).

Ordnet man nach Misgs [2] der diskreten Variablen x die Variable ¥ zu durch die
Transformation

y=x—np, M)
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betrachtet man also die Zufallsgrosse
Y=X—-np, (1)

so ist E(Y) = O fiir alle n, wihrend D?*(Y) unverdndert gleich # p ¢ ist. Die Transfor-
mation (1’) wird nun so abgedndert, dass nicht nur E(Y) von # unabhingig wird, son-
dern auch D?(Y). Dies leistet folgende Transformation:

Z=h(X—np), 2)

wobei 4 ein positiver Parameter ist. Die Zufallsgrosse Z hat dann den Erwartungswert
E(Z) = 0, die Streuung D%*(Z) = h? n p q. Setzt man
1
h? = rnpg (3)
wobei 7 ein beliebiger fest gewahlter positiver Parameter ist, so gilt D?(Z) = 1/z, die
Streuung ist also unabhingig von #.

Deutet man die w,(y) als Massenpunkte, die in den Punkten x = y konzentriert
sind, so kann E(X) als Schwerpunkt, D?(X) als Trigheitsmoment der Massenvertei-
lung beziiglich des Schwerpunktes gedeutet werden. Daraus folgt, dass der Schwer-
punkt der Verteilung von Z fiir alle #» im Nullpunkt liegt, wobei die Massenpunkte um
den Schwerpunkt so angeordnet sind, dass alle Verteilungen dasselbe Trigheitsmo-
ment um den Schwerpunkt haben.

Transformation (2) hat noch folgende bemerkenswerte Eigenschaften: Da z =
h (x — n p) ist, gilt

x=nﬁ+2—, x+1:np+-z%h~,

d.h. dndert sich x um 1, so dndert sich die entsprechende Grosse z um 4. Ist nun »
gentigend gross, so ist 4 nach (3) entsprechend klein. Das bedeutet, dass die w -Werte,
als Funktionen der diskreten Verdnderlichen z aufgefasst, mit zunehmendem # immer
mehr um den Nullpunkt zusammengeschoben werden, so dass die Streuung konstant
bleibt. Man kann daher erwarten, dass sich fiir die oberen Begrenzungspunkte der w -
Werte fiir » > oo eine kontinuierliche glatte Kurve ergibt, deren Gleichung nun er-
mittelt werden soll.

_Der Beweis stiitzt sich auf einige bekannte Eigenschaften der Exponentialfunk-
tion. Es ist

Jdim, (14 5) =,

wobei # irgendeine divergente Zahlenfolge durchliuft. Die Folge der Funktionen
fa(%) = (1 + (x/n))* fiir n = 1, 2, 3, ... konvergiert monoton gegen ¢*, sofern 1 + (x/n)
> (0 ist. Durch Wahl geniigend grosser # kann diese Ungleichung fiir alle x aus einem
abgeschlossenen Intervall erfiillt werden. Man kann nun zeigen, dass eine in einem ab-
geschlossenen Intervall J = (a, ) mit 2 < b monotone beschriinkte Funktionenfolge
in [ sogar gleichméssig konvergiert. Um dies fiir unseren Fall zu beweisen, setzt man

0,(x) = ¥ — (1 + (x/n))*.
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Es ist dann zu zeigen, dass d,(x) << & wird fiir # > N(g), wobei N von den x aus J un-
abhingig ist. Betrachtet man einen Punkt x; aus J, so sei d,(¥;) < ¢/2 fiir » > N(x,).
Da aber §,(x) eine stetige Funktion fiir alle x aus J ist, insbesondere fiir ¥ = %, so gibt
es eine abgeschlossene Umgebung U (x,) von x,, so dass die Schwankung von d,(x) fiir
alle x aus U(x,) die Grosse ¢/2 nicht tiberschreitet. Es ist dann 6,(x) < ¢ fiir alle x aus
U(x,) und » > N(x,). Die abgeschlossene Punktmenge aus J lisst sich durch endlich
viele Umgebungen U(x,) (u=1,2,3, ..., m) so lickenlos iiberdecken — wobei teil-
weise Uberlagerungen der einzelnen U(x ﬂ) nicht ausgeschlossen sind — so dass fiir alle x
aus den U(x,) jeweils ,(x) << & wird, sofern nur # > N(x ) ist. Ist N = Max [N(x,),
N(x,), ..., N(x,,)], soist d,(x) < ¢ fiir alle x aus J, d.h. die Folge der f,(») konvergiert
fiir alle x aus J gleichmissig gegen e*.

Da der Ausdruck fiir w,(x) infolge der darin vorkommenden Binomialkoeffizienten
schwer zu handhaben ist, betrachtet man den Quotienten w, (x + 1)/w,(x). Es gilt
wegen (2) und (3)

Z
w,(w+1) _n—x p _~ nhgq
w,(¥)  mt+1 g g ELA
nhp

Daraus folgt
Inw, (x + 1) — Inw,(x) =In (1_—.77.}74_) In ( z;%)

Fiir x # » sind die Argumente der Logarithmen > 0. Mit der Abkiirzung Inw,(x) =
v,(2) werden nun die Quotienten

Ya (& + B) = yale) _ 2\ AN
) -1n(1——~hq) In (1+ nhp)
gebildet, die nur fiir solche diskrete Werte z definiert sind, fiir die das Argument von
w, eine ganze Zahl ist. Da nach (3) A2=1[tnpqist, alsonhg=1/tph, nhp=1/tqh
ist, gilt

I AN =) (1~ v phy —In(l+ 7 gh (s + B,
Die Argumente der Logarithmen stellen wegen (3) fiir » = 1, 2, 3, ... zwei Folgen in z
dar, die nach den obigen Feststellungen fiir # > oo gleichmassig gegen e~*? * bzw.
e~77* konvergieren. Infolge der Stetigkeit des Logarithmus konvergieren also auch
die Quotienten gleichmissig, und zwar gegen —7p 2z —192=—17%, da p + g=1 ist.
Die gesuchte Grenzfunktion der y,(z) fiir # - oo, die mit y(z) bezeichnet wird, geniigt
daher der Differentialgleichung y'(z) = —7 2z, daher ist y(2) = — (r/2) 22 + konst. Da-
mit ist

Yn (z + h) — y,,(zQ

A -+Tz|<e fur n> N(e) 4)

und alle z etwa aus dem Intervall [ = (—a,a — h),sodass |z | < a, |2+ h| < aist.
Verbindet man nun die Endpunkte jeweils benachbarter Ordinaten y,(z) geradlinig
(s. Abbildung), so entsteht ein stetiger Kurvenzug der kontinuierlich verdnderlichen
Grosse z.
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A

o

J(2)

e 3
0 2=h{x-1p)

0=t g%

O (o]

Mit der so definierten Funktion, die mit y,(z) bezeichnet wird, betrachtet man die
Integralfolge

z

/5’.71 (t’*'h}z—yn(t) dt n=1,23,..). (5)

Zo

Dabei sollen z, und z (z, << z) positiven ganzzahligen x entsprechen. Deutet man das
bestimmte Integral als Fldche, so ergibt sich aus der Abbildung fiir (5) die Darstel-
lung: v, (z + (#/2)) — ¥, (20 + (#/2)). Da (4) auch dann gilt, wenn man vy, durch y,
ersetzt, erhidlt man

/(%(H—’;L)—yn(t) +rt)dt|} <elz—2z) <e-2a.

29

+

Die Integralfolge (5) konvergiert also gleichméssig gegen die Grenzfunktion

——/rtdtz— —Z-»-zz+ 5 %
Daraus ergibt sich die gleichmissige Konvergenz der Folge v,(z) gegen die Grenz-
funktion — (v/2) 22 + konst. Dasselbe gilt auch fiir die Folge y,(z), denn y,(2) = y,(2)
fiir solche z, denen positive ganzzahlige x entsprechen, und das ist das wesentlichste
Ergebnis der ganzen Untersuchung.
Da y,(2) = Inw,(x) ist, folgt
* _aomp)t
w(x)=C-¢e 2 =C.e 2nP1

unabhingig von 7.
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Die Konstante C berechnet sich aus der Forderung, dass w,(x) fiir # - oo eine
Dichtefunktion der Variablen x sein muss, d.h. [w,(x) dx muss gleich 1 sein. Da

[e*dx =|nist, folgt C=1/)Zanpq.

Zusammenfassend erhélt man also den Satz von Laplace:

Wenn die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Ereignisses 4 in # unabhingi-
gen Versuchen konstant gleich p (0 << p << 1) ist, so geniigt die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass in diesen Versuchen das Ereignis 4 genau x-mal eintritt, fiir # - oo der
Beziehung
_ (x—mnp)?

4 )t
W (t) = ———o——-.g 2"PL |

VZrnpg

und zwar gleichmissig fiir alle x, fiir die sich die nach (2) entsprechende Grésse z in
einem endlichen Intervall befindet. F.HEeicr, Weiden BRD
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Allgemeine Gestalt einer geradenerhaltenden Abbildung

In der folgenden Abhandlung soll gezeigt werden, dass eine stetige geradenerhal-
tende Abbildung der Ebene auf sich projektiv sein muss. Zu diesem Zweck wird zu-
ndchst Satz 1 bewiesen.

Satz 1: Es gibt genau eine projektive Abbildung der Ebene auf sich, die 4 Punkte
A, B, C, O in allgemeiner Lagel) in 4 Punkte P,, P,, P,, P, in allgemeiner Lage iiber-
fithrt, wobei 4 in P, B in P,, C in P; und O in P, iibergeht.

Beweis: Den folgenden Uberlegungen sind homogene Koordinaten zugrunde ge-
legt. Die gesuchte projektive Abbildung werde in der Gestalt

QX =dapU+apt+aw,
02 =a5 U + Az V + Agz @

angesetzt. Das Koordinatendreieck wollen wir dabei so wihlen, dass seine Ecken mit
A, B, C zusammenfallen, wihrend O der Einheitspunkt ist, was stets moglich ist, da
ja 4, B, C und O in allgemeiner Lage sind. Fiir die Koordinatendarstellung von 4, B,
C und O gilt dann:

A(1,0,0), B(0,1,0), C€(0,0,1), O0(1,1,1).

1) 4 Punkte heissen «in allgemeiner Lage», wenn keine drei auf einer Geraden liegen.
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