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Es sei <£ C 0 A2 cp) mit ÖC ö1 cos cp und C A2 ax sin 9? ergibt sich:

2

0J2 al cos2 9? + («j sin cp — bx)2

a\ + b\ — 2 axbx sin cp

0A2 aj cos2 9? + (a2 sin cp + 62)2

0% + b\ + 2 axbx sin 99

Nun ist aber 2 äx ^ sin 9? 2 a b (Flächentreue!) und a\ + b\ a2 + b2; damit
ergibt sich:

Ö42 (a - b)2 | 0A2 =(a + bf q.e.d.

R. Jakobi hat seine Konstruktion im Jahre 1952 veröffentlicht und durch
kinematische Betrachtungen bewiesen (vgl. [1]). O. Tamaschke gab 1963 einen
elementargeometrischen Beweis (vgl. [4]). H. Sieber führte 1967 zwei abbildungsgeometrische

Beweise, die nur Drehungen, Parallelverschiebungen und Geradenspiegelungen

verwenden (vgl. [3], S. 37-39). TT _ _....,.Helmut Sieber, Böblingen
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Eine Bemerkung zum Verfahren von Leverrier
Verschiedene mathematische und technische Probleme fuhren auf die Berechnung des

charakteristischen Polynoms
pA(X) det(A E - A)

wobei A eme behebige Matrix aus Mn(K), dem Rmg der komplexen n x w-Matrizen, und
E die Einheitsmatrix ist. Entwickelt man diese Determinante m üblicher Weise als Summe
von Produkten ihrer Elemente und ordnet dann nach fallenden Potenzen von A, so erhält
man das Ergebnis

wobei c0 1, cn

ist. Kj ist dabei die Menge sämtlicher Kombinationen ;-ter Klasse ohne Wiederholung:
l>i> • • •» yj C [1, n] und 1 ^ yx < <y ^n. ([6], S. 114).

PaW ~1)°> '.*•- •

detA und für alle ; 1, 2, ,n~ 1

[y_, •

E det
aYiVi "

\aYlVl
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Diese direkte Berechnung der Koeffizienten des charakteristischen Polynoms ist sehr
aufwendig und fur grosse Werte von n nur von theoretischem Interesse Em anderes
Verfahren, das die Berechnung der Koeffizienten von PaW gestattet, ist unter dem Namen
«Verfahren von Leverrier» bekannt [1] Es stellt wohl die älteste Methode dar wenn man
von der obenerwähnten direkten Berechnung absieht Vor allem besitzt das Verfahren von
Leverrier gegenüber verschiedenen anderen Verfahren den Vorzug, dass an die betrach
tete Matrix A keinerlei zusatzliche Forderung gestellt werden muss Dieses Verfahren wurde

wiederentdeckt von Horst [2], schliesslich verbessert und verallgemeinert von Souriau
[3], Faddeev-Sominskii [5] und Frame [4] Alle diese Überlegungen beruhen auf den
sogenannten Newtonschen Formeln, die die Berechnung der Koeffizienten des charakteristischen

Polynoms auf die Berechnung der Spuren der n aufeinanderfolgenden
Matrixpotenzen A, A%, _4" und die Losung eines gewissen linearen Gleichungssystems zurückfuhren

Setzen wir
n

pA(X) =_ AM+ £pa>Xn-m und s*=Sp_4* (k 1, 2, n) (1)
co l

so lauten die Newton* sehen Formeln

Sk + Sk-i Px + sÄ_2 p2 + + sx pk_x + kpk= 0 (ä 1, 2, ,n) (2)

Wir können (2) auch m Form eines linearen Gleichungssystems fur die Koeffizienten
Pv Pn

Lp r (3)
schreiben, wobei

,i > o
L I s2 sx 3 I p coi (px, pn) und

Sn~l Sn-2 Sn~Z

r coi (— sx, — sn) zu setzen ist Eme Möglichkeit, das System m (3) nach p aufzulösen,
ist die Bestimmung von Z,-1, dann ist p L-1 r Wir wollen uns jetzt überlegen, wie man
die explizite Berechnung der Matrix umgehen kann, indem wir die spezielle Form von L
ausnutzen

Zuerst setzen wir R L — D mit D diag(l, 2, n), dann D~x R B (bki) Mit
dieser Bezeichnung ist L D (E + B) und daher

L"1 (__.+ J9)-1 D"1 (4)

Aus der Struktur der Matrizen D und R findet man leicht, dass die Elemente der Matrix JE?

den Bedingungen
bki 0 / :> k (5)

genügen Nach (5) besitzt B daher nur den ^-fachen Eigenwert 0 und erfüllt somit die
Gleichung Bn 0, woraus tnvialerweise

ßn+j =0 ; 0, 1, 2, (6)
folgt

Nach einem bekannten Satz (siehe z B [8], S 98, Satz 49) gilt dann fur die Matrix B

(E+B)-*- ^(-irßw (7)
cü*»0

Mit (6) reduziert sich die unendliche Summe auf der rechten Seite m (7) auf eme endliche
Summe

n-1
(E + B)"1 £ (~ l)m Bm (8)
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Schliesslich folgt aus (4) und (S) das Ergebnis

n 1

I~i - E [-V"B"r>
o 0

In (3) emgeset/t, cihalten wn tut die "Unbekannten px pn

n 1

P ^HPi> ./>») Z (-WB"»-

Wir haben damit die Inversion der Mati ix L auf Multiplikationen \on Matrizen (derselben
Ordnung) zuruckgefuhit R Z Dümimv, Graz

1 111 R\H RVl R71RHMS
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Eine Bemerkung zur eindeutigen Primfaktorenzerlegung in Halbgruppen
Es sei H eine kommutativ e Halbgruppe mit neutralem Element e Sie sei ferner regulär,

d h in H gelte che Streichungsregel (a c — b c => a - b fur alle a,b,c e H) \\ le üblich
heisst a Teiler von b (in Zeichen a \b), wenn es ein c e H mit ac b gibt Das Element e

soll keine Teiler ^ e haben, d h also H \ {e} ist eine Unterhalbgruppe Em Element a e H
heisst irreduzibel, wenn es ausser a und e keine Teiler hat p e H heisst Pyimelement, wenn
fur alle a,b e H gilt p \ a b => p | a oder p \ b Bekanntlich ist jedes Primelement irreduzibel

Hilfssatz: Gibt es in H eine assoziative Verknüpfung * mit den Eigenschaften *

a * b \a a* b\ b (fur alle a, b e H) (1)

a * b \ c c a c\b=>c=^a*b (fur alle a, b, c e H) (2)
so gilt

c \ a c \ b => c \ a * b (fur alle a, b, c e H) (2')

Beweis mittels (1) und (2)
Aus c | a, c | b ergibt sich a * c — c, b * c c, wegen der \ssoziativitat also (a * b) * c ~=

a * (6 * c) — a * c c und daher nach (1) c | a * b
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Bekanntlich besagen (1), (2') dass a * b der ggT \on a, b (und somit * a<=sozi itiv) ist
Daraus ergibt sich1) Jedes nreduzible Element ist Pnmelcment
Setzt man nun noch die Gültigkeit des Tellerkettensatzes voraus (das heisst im 1 alle

an+i I an> *ur a^e n e N ist stets {an 1 n c N] endlich), so folgt bekanntlich1) weiter, dass jedes
Element von H bis auf die Reihenfolge eindeutig als Produkt von Pnmelementen dargt
stellt weiden kann Eine Veiknüpfung * mit (1), (2) kann man nun leicht angeben, wenn
in H eine Relation « < » mit a \ b => a __. b (fur alle a, b e //) existiert, bezüglich dei stets
T(a) n T(b) (mit T(a) als dei IV[enge der Teiler \on a) em maximales Element2) hat Ordnet
man jetzt jedem Paai a,b als Verknüpfungsergebnis a * b ein maximales Element von
T(a) n 7 (6) zu, so erfüllt * offenbai die Bedingungen (1) und (2)

Die im Vorstehenden an die kommutative Halbgruppe H mit dem neutralen I lement e

und die Relation «<» gestellten loiderungen (mit Ausnahme der Assoziativitat von *)
smd nun erfüllt, wenn man «<" > als eine mit der Halbgruppcnvci knüpfung vertiaghcht
(dh a<b=>ac<bc) Wohloidnung voiausj>etzt Offenbar ist dann H legular Man
zeigt ferner, dass e kleinstes Element ist Aus a < e wurde namhch an < an~l (a eN) folgen,
im Widerspruch dazu, d iss die Kette {an \ n e N} ein kleinstes Flcment haben muss \\ egen
e _> c gilt nun a _< a c und dahei a | b => a < b

Jedes Element von H hat jetzt nur endlich viele 1 eiler Im anderen 1 alle wuidc es
namhch bv, cv e H (v e N) geben mit bv r, a und /* < v > bM ^ bv (/u, \ e N) daraus
wurde aber p < v -> c/t > cv (fi \ e N) folgen, so dass {cv | v e N} kein kleinstes I lement
haben konnte Es gilt also der 1 eileikettensatz, und T(a) o T(b) hat stets ein grosstes Fle
ment Dann wird wie oben a * b als dieses grosste Element von T(a) n T(b) gewählt Setzt
man jetzt noch die A^soziativitat von * voraus so ist jedes Element von // bis auf die
Reihenfolge eindeutig als Piodukt von Primelementen daistellbar

Satz: In eine} kommutatnen Halbgruppe mit neuhalem Element e ist genau dann
H\{e} Unterhalbgruppe und jedes Element eindeutig (abgesehen von de) Reihenfolge) als
Primelementeprodukt datstellbat, wenn es eine mit de} Halbgruppernerknupfung vertragliche
Wohlordnung gibt und diejenige Ve} knüpfung assoziativ9) ist, die jedem Elementi paar den
bezüglich der Wohlordnung grossten gemeinsamen leiler zuordnet

Beweis Es wurde gezeigt, dass die Bedingung hinreichend ist Die Notwendigkeit w ird
so bewiesen Die Menge p der Pumelemente von H sei wohlgeordnet Es sei fa p -> N
eine Abbildung von p m N mit a — JJ[pf(l^p)' wobei fa(p) ¦£ 0 fui endlich viele p e p Die

Elemente a,b e H werden antilexikographisch geordnet nach dem bezüglich der \\ ohlord
nung von p grossten Element p e p, fur das /_(/?) von fb(p) differiert4) Diese Ordnung ist
eme Wohlordnung Man zeigt das unter Benutzung bekanntei5) Übeilegungen Wegen
fab fa + fb ist diese Wohlordnung vertraglich mit der Halbgruppenverknupfung Jedes
Elementepaar a,b besitzt einen ggl, und die ggT-Bildung ist assoziativ Dei grosste ge
memsame Teiler von a,b ist aber zugleich das bezüglich der Wohlordnung giosste Element
a * b von T(a) n T(b). Damit ist die Notwendigkeit der Bedingung bewiesen.

H Wascht, Lübeck
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%) Siehe [2] Ch. 4
*) x 6 M heisst (bzgl <) maximales Element von M(CH), wenn eb kein y e M mit x < y gibt
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*) Siehe [1], S 79.
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On (m,n)-ideals in subcommutative semigroups

Let 5 be a sermgioup1) Poilow mg the termmolog\ of the theory of nngs we say that S
is subcommutatiL e if in _S the equation

ab c a (1)

always has a Solution c given a and b Obviously every commutative semigroup is
subcommutative We show b\ an evample that theie evists a subcommutative semigioup
which is not commutative

0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 0 1

2 2 2 2 2

3 2 3 2 3

The semigroup 6 of foui elements 0, 1, 2, 3 with the above multiplication table is sub-
commutativ e but not commutative

It is easy to see that the following asseition is tiue
Proposition 1 A semigroup S is subcommutatne if and only if the relation a S £= S a

holch for each element a in S
The Pioposition 1 implies the
Proposition 2 In a subcommutatiic semigroup S eiery left ideal n> a two-sided ideal
As the author intioduced (see e g [2]) a subsemigroup A of a semigroup S is called an

(m,n)-ideal of S, if the mclusion
A>»SA«^A (2)

holds, where m,n are arbitraiy non negative integers and Am is suppressed if m 0.

Concerning the (m, w)-ideals of semigroups the author proved, among others, that a semigroup
is a group if and only if it has no pioper (m, w)-ideals, where m,n are fixed positive mtegeis
[3]. Let n be a finite sequence nlt nt of the Symbols / and r. A subsemigroup A of S is
said to be a n ideal if

A - St^St XS S= S0 S (3)

holds, where St is a left [right] ideal of S, _x if nt — l [>] (i — 1, /) In the sequence n let
w[n] be the numbei of oecurrences of r[l] The author proved that a subset A of a semigroup
Sisa n-ideal if and only if A is an (m, n)-ideal of S If S is a regulär semigroup (i.e. aea S a
for each a in 5), then a subset A of S is an (m,n)-ideal if and only if it is the intersection of
an (m,0)-ideal and a (0,w)-ideal of S (see [2])

In the theory of (*n,w)-ideals the Proposition 2 may be easily generahzed as follows.
Proposition 3. In a subcommutative semigroup eiery (m,n)-ideal is at the same time an

(m + l,n — 1)-ideal
This statement has some consequences.
Corollary 1 In a subcommutative semigroup every (ö,2)~ideal is a bi-ideal.
Corollary 2. In a subcommutative semigroup every (m,n)-ideal is an (m + n, 0)-ideal
Corollary 3 In a subcommutative semigroup every (0,n)-ideal is a (p,q) -ideal, where p,q

are arbitrary non-negatwe integers such that p + q n

It is easy to show that the subcommutative semigroups have the follow mg property,
too.

Proposition 4. In a subcommutatne semigroup eiery quasi-ideal is a right ideal and
conversely S.Lajos, Budapest, Hungary

1) For the ternunology we refer to [1]
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[*] S Lajos, Notes on (m,n) ideals I-II1, Proc Jap m Vcad 30, 419 421 (1963), 10, 631-

632 (196*), ^/, ^83-385 (1965)

A Note on Integral Domains that are not Right Distributive
Ihe following are three wel) known oi casilv pioven results about integial domams

Theorem I: If (R, \ is an integral domam with characteristic m > 0, then m is a

prime and all the non zero elements tn R laue order m

Theorem II: If (R, +, u> an integral domam and R is finite, then (R, +, is a
division ring

Theorem III: // (R, 4 •) is an integral domam and ee R is a non-zero idempotent,
then e is an identity for (R, K

It is the puipose of this note to show that analogous results can not be obtamed if just
one of the distributive laws hold in (R, +,

Recall that (N, \-, *) is a near r ing ii (N, +) is a group (not necessauly abehan), if (_\,
is a semi-gioup, and if whenever a, b, c e Ar, then a (b c) a b f a c For lack of a
better name, a near mtegr al domam is a neai ring (N, j-, such that if A7* aie the non zero
elements ot Ar, then (Ar*, is a scmi group Similaily, a ntar field is a neai-ring (V, f,
such that (\*, is a group

The following result shows that analogucs to 1 heoiem I, Iheoiem II and Iheorcm III
do not hold for neai integral domams

Theorem A: Let (G, \) be a group (not necessarily abehan) 1 et * and be binary
Operations defined on G as follo&s a * b — b for any pair a, b eG, a b — b for any pair
a, b cG tf a ^ 0, and Ob 0 for any b cG I hen (G, \ •) and (G, -»-, *) are near integral
domams.

This result follows immediately from [2], or from 1 heorem 1 8 of [1], or it can easily
be proven by the reader

It is interesting to note that the two near integral domams defined in Iheorcm A are
the only ones defmable on (Z4, +), (Z6, \ and (S3, +) where (7n, + denotes the cv.chc

gioup of ordei n, and (Sn, f-) denotes the symmettic group on n letters, the Operation
written adchtively mstead of the usual o for composition (These results aie observed from
Section IE m [1] For all other non-tuvial groups of order less than eight there are addi-
tional neai integral domams Below are non-trivial examples for (Zh, +) and (Z7, +)

0 1 2 3 4

0* 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 4 3 2 1

3 0 1 2 3 4

4 0 4 3 2 1

* 0 1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 2 4 6 1 3 5

2 0 4 1 5 2 6 3

3 0 4 1 5 2 6 3

4 0 1 2 3 4 5 6

5 0 2 4 6 1 3 5

6 0 1 2 3 4 5 6
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Based upon empincal evidence and efforts to show the contrary, the author makes the
following

Conjeeture. If (N, +, •) is a near integral domam with charactenstic m > 0 and if • is
not one of the two binary Operations defined in Theorem A, then wisa prime

James R Clay, University of Arizona, Tucson, Arizona, USA

REFERENCES

[1] J R Clay, The Near-Rmgs on Groups of Low Order, Math Z 104 (1968), 364-371.
[2] J J Malone, Jr Near-Rmgs with Trivial Multiphcations, Amer Math Monthly 74

(1967) 1111-1112

Aufgaben
Aufgabe 569. Gegeben smd em Tetraeder Ax A2 Az _44 mit den Seitenflachen olx, a2,

<x3, a4 und em Tetraeder Bx B2 B3 _94 mit den Seitenflachen ßx, ß2, ß$, ß4 lt ist die
Senkrechte von At auf ßt, mt die Senkrechte von Bt auf a, (i 1, 2, 3, 4) Man zeige Wenn
die Geraden lt durch einen Punkt gehen, dann gehen auch die Geraden mt durch einen
Punkt O. Bottema, Delft

Losung Der gemeinsame Punkt der Geraden /. sei L Das Tetraeder B'x B'2 B'z B\ sei
zu Ax A2 A3 _44 polarreziprok mbezug auf eme Kugel mit Zentrum L Da seine Flachen
parallel zu ßx, ß2, ß3, ß4 smd, ist es ahnlich und in ahnlicher Lage zum Tetraeder Bx B2 _93 B4
Die Lote von den Ecken B\ (i 1, 2, 3, 4) auf die Flachen at gehen durch einen Punkt
(namhch L), also gilt dasselbe von den zu ihnen parallelen (und damit in jener Ähnlichkeit
homologen) Geraden mt (Die Aufgabe findet sich auch bei J Hadamard, Lecons de
g6ometne elementaire, vol II, 7 ed Probleme 559 In Probleme 1215bls wird eme
interessante Eigenschaft eines solchen Tetraederpaares angegeben

C Bindschedler, Kusnacht
I Paasche (München) zeigt, dass die entsprechende Aussage auch beim ebenen

Simplex gilt

Aufgabe 570. Demontrer qu'il existe une infinite de nombres naturels k pour lesquels
il existe seulement un nombre fmi > 0 de nombres triangulaires qui sont sommes de k
nombres triangulaires consecutifs W Sierpinski, Varsovie

Solution
1 T_ • _o (k -~ 1) k (k+ 1)1

*a+'. + !+-+ '« +*-!= 2 [ha2+k2a+^ '
3

l t Lj
Let k [a2 + k a + (k2 - l)/3] m (m + 1), therefore

(2 m + l)2 - k (2 a + ky ~ J^-~L-

Let k be an even perfect square 4 t2, t > 1, that is not divisible by 3

64 _6 _ 16 _2 _j_ 3

2m+l + 2t(2a+4t*)^ — —- 2 m + 1 - 2 t (2 a + 4 t*) 1

gives 4 t (2 a + 4 t2) (64 t* - 16 ^2)/3 or 2 a + 4 ^2 (16 th - 4 t)ß hence a - 2 *2 +
(8 ^ß — 2 ^)/3 an integer. Further we have 4 m (64 26 — 16 tf2)/3 or w is an integer.
Hence there will be at least one Solution and at most a finite number of Solutions if k

is so chosen G. Wulczyn, Bucknell University, USA

P. Bundschuh (Freiburg l Br.) bewies die Aussage der Aufgabe fur k 9 (2 t — l)2
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