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Uber das invariante Rechtwinkelpaar einer schiefen Affinitit
und dessen Zusammenhang
mit der JakoBischen Konstruktion der Achsen einer Ellipse

Eine perspektive Affinitdt sei durch ihre orientierte Fixpunktgerade (f) = (f’)
und durch ein Paar zugeordneter Punkte P - P’ gegeben. Zur Beschreibung der
Abbildung legen wir (f) durch einen Einheitsvektor i fest, konstruieren den Bild-

punkt E’ eines Punktes E, der den Abstand + 1 von (f) besitzt, und geben den Bild-

vektor 0’ E' = =i+ M (A # 0) des Originalvektors OE = i an (siehe Figur 1).
Die Abbildung ist durch i’ oder durch die Paramter » und A eindeutig festgelegt

(vgl. [3, S. 17)).
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Da die Frage nach dem invarianten Rechtwinkelpaar fiir 2 = 0 (Identitét, nor-
male Geradenspiegelung, normale Affinitdt) uninteressant ist, soll » # 0 voraus-
gesetzt werden. Fiir » # 0, A = 1 erhalten wir eine Scherung, fiir » # 0, A= —1
eine Schrigspiegelung, fiir » # 0, |A| # 1 eine eigentliche schiefe Achsenaffinitit.
Unsere Untersuchungen fiir % # 0, 4 # 0 schliessen also die Sonderfille Scherung
und schiefe Geradenspiegelung ein. In bekannter Weise konstruieren wir zunichst
das invariante Rechtwinkelpaar 7," und 7, einer solchen perspektivaffinen Punkt-
verwandtschaft (siehe Figur 2; vgl. z. B. [2, S. 78]) und berechnen dann die zu 7,’
und 7y’ gehérenden, auf (f) = (f’) bezogenen Richtungswinkel g," und p,’ aus den
Skalaren » und A.

1. Die Richtungswinkel des invarianten Rechtwinkelpaares

Wegen p," = gy’ 4+ 90° geniigt es, einen der beiden Winkel mit Hilfe von » und
A auszudriicken.

Nach dem Satz vom Mittelpunktswinkel ist <¢ Ry M E’ = 2 g," (siehe Figur 2).
Da cot2p,” = cot2p, ist, gilt fir jeden Richtungswinkel g,/ des invarianten
Rechtwinkelpaares cot 2 g,/ = ME,|E, E'. Nun ist H, E, = x/2. Wegen
ME, = HyE;, — H,M = (x[2) — I ist cot 29,/ = ((#/2) — })/A mit I = H, M. Aus
tana = FE'|EF = (A— 1)/x und tan o = H,M|/H,H = 21/(1 + A) ergibt sich [ = (A2
— 1)/2 ». Also gilt:

, 1 (= A2 —1
cot2¢) = (5 — 5z )*#0, A#0 (1)

Durch Spezialisierung von (1) fiir A = + 1 (Scherung) und fiir A= —1 (Schrig-
spiegelung) erhalten wir fiir diese Abbildungen:

Scherung: cot 20 = x/2 x#0 (1"
Schrigspiegelung: cot 29; = —x/2 % #0 (x")

Das Rechtwinkelpaar einer Schrigspiegelung mit Parameter » ergibt sich aus
dem Rechtwinkelpaar einer Scherung mit demselben Parameter und derselben
Achse durch Normalspiegelung an dieser Achse. Geometrisch ist das evident, da
sich diese Schrigspiegelung durch Hintereinanderausfiihrung der Scherung und der
Normalspiegelung ersetzen lisst. '
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In der Literatur wird eine schiefe Affinitdt hdufig nicht durch die Para-
meter » und A, sondern durch « und 1 angegeben (« gibt die Affinit4dtsrichtung an,
A heisst Affinitdtsverhiltnis oder Affinitdtsfaktor). Mit tan « = (A — 1)/» oder
%= (A—1)-cota wird (1) zu:

1

cotZQ,f:—z—(j—;-}* . cota — 21

A

-tanoc) A#0; «#0°90° (2

2. Zur Konstruktion des invarianten Rechtwinkelpaares

Fir die Scherung liefert die Beziehung (1’) unmittelbar eine einfache Kon-
struktion des invarianten Rechtwinkelpaares (siehe Figur 3).

) =(f)

Figur 3

Esist dieselbe Konstruktion, diein [3, S. 25/26] durch rein geometrische Betrachtungen
gewonnen worden ist. Wir wollen untersuchen, ob sich aus der allgemeineren Be-
ziehung (1) eine Konstruktion fiir das Rechtwinkelpaar einer eigentlichen schiefen
Affinitdt herleiten ldsst.

Durch Umformung von (1) ergibt sich:

r 1 (x A—1 A4+1 %
COtZ@r‘?(T— — —[) %, A#0
Fiithren wir Winkel ¢, ¢,, p, mit
tantpz—ljl

(H=(r)
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Daraus folgt:

2tan¢g _ tang, + tang, 2tang

' — =
tan 2 ¢ = 1 — tan g, - tan @, 1 — tan ¢, tan @, tan ¢, -+ tan g,

Da E'E = E'E' ist E; E' das arithmetische Mittel von E, E’ und E,’ E’. Daraus
folgt, dass tan ¢ = 1/, (tan ¢, + tan ¢@,) und (2 tan ¢)/(tan ¢, + tan ¢,) = 1 ist.
Damit wird tan 2 p," = tan (p, + ¢,), und es gilt der
Satz: Die beiden Rechtwinkelrichtungen sind die Winkelhalbierenden der Geraden
O E’ und O E’ (siehe Figur 4).

3. Der Zusammenhang mit der Konstruktion von R. JAKOBI

Mit Hilfe der Konstruktion von Figur 4 kénnen wir die Richtungen der Achsen
einer Ellipse koustruieren, von der zwei konjugierte Durchmesser gegeben sind
(siehe Figur 5):

’ ~
¢A20A2='¥A20A2-—?-i—]-
|
A3S; = SA; =b ~ by N —.7}/\
0SS, = a 2.
2 e

SV, P

Es seien A; Ay =2a, und B, B, = 2 b, konjugierte Durchmesser einer Ellipse
(¢), die sich gegenseitig in O halbieren. Dann bildet die eindeutig bestimmte perspek-
tive Affinitdt mit Achse B, B,, die Punkt B in den Bildpunkt A, iiberfiihrt, den
Kreis um O mit Radius 7 = b, in (¢) ab. Das invariante Rechtwmkelpaar dieser
Affinitit liefert die Richtungen der Ellipsenachsen. Unterwerfen wir die zu dieser
Affinitdt gehorende Figur 4 einer zentrischen Streckung mit Zentrum O und Streck-
faktor b,, so gehen die Punkte E, E’, E’, E' von Figur 4 in die Punkte B, A,, Ay, A4,
von Figur 5 iiber, und aus der Konstruktion von Figur 4 wird die Konstruktion von
R. JAkoBI.

Die Lidngen der Ellipsenachsen @ und b ergeben sich aus Od,=a—b und

O A, = a + b. Diese Lingen lassen sich durch abbildungsgeometrische Uberlegun-
gen oder auch durch einfache Rechnung gewinnen.
Nach dem Lehrsatz von Pythagoras ist:

04y = OC +C4, | 04,=0C + C4,
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Es sei C C O Ay = @; mit 0C=a, cos ¢ und C A, = a, sin @ ergibt sich:
0_4: = a2 cos® ¢ + (a; sin ¢ — b,)® _071:: = a2 cos® @ + (a, sin @ + b,)®
=al+ b —2a b sing =a+ b+ 2a, b sing

Nun ist aber 24, b;singp =2a b (Flichentreue!) und a2 + b% = a? + b%; damit
ergibt sich:

Ody — (a— b | 04y — (a+ b g.e.d.

R. JakosI hat seine Konstruktion im Jahre 1952 veroffentlicht und durch kine-
matische Betrachtungen bewiesen (vgl. [1]). O. TAMASCHKE gab 1963 einen elemen-
targeometrischen Beweis (vgl. [4]). H. SIEBER fithrte 1967 zwei abbildungsgeome-
trische Beweise, die nur Drehungen, Parallelverschiebungen und Geradenspiege-

lungen verwenden (vgl. [3], S. 37-39). HeLmuT SIEBER, Boblingen
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Eine Bemerkung zum Verfahren von Leverrier

Verschiedene mathematische und technische Probleme fithren auf die Berechnung des

charakteristischen Polynoms
P4 4) =det(A E — 4),

wobei A eine beliebige Matrix aus M,(K), dem Ring der komplexen # X n-Matrizen, und
E die Einheitsmatrix ist. Entwickelt man diese Determinante in iiblicher Weise als Summe
von Produkten ihrer Elemente und ordnet dann nach fallenden Potenzen von 2, so erhilt

man das Ergebnis
n

Pah) =2 (—1)c, 4",

w=0

wobeicy =1, ¢, =det4 und fiirallej=1,2,...,n — 1

Ayyy, = Ay, Yi
lry - vjleK; Ayjyy =+ Qygy;

ist. K; ist dabei die Menge simtlicher Kombinationen j-ter Klasse ohne Wiederholung:
oy -enylcl .. ,nund 1l =y, < ... <y £ ([6], S.114).
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