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Aufgaben 17

If q > 1, then (2r+l - 1) o(q), a(q), (2r^ - 1) and 1 are distmct divisors of (2r+i - 1) a(q),
so that from (1), we have

2'+1 q > (2'-+1 - 1) a(q) + a(q) + (2r+x - 1) + 1 2'+i (a(q) + 1) > 2*+* q

a contradiction Therefore q 1, so that from (1), we have 2r+1 <r (2r+1 — 1), which
implies that 2r+1 — 1 is a prime Hence n 2r, where 2r+1 — 1 is a prime Thus the theorem
is proved

Problem Are there odd super perfect numbers ">

D Suryanarayana, Waltair, India

Bemerkung zur Aufgabe 493

In den Anwendungen der Aufgabe [1] wurde gezeigt, dass die ummodular zentro affine
Krümmung eines Ovals relativ zum Schwerpunkt einem Vierscheiteisatz genügt

Es sei nun P em innerer Punkt eines Ovals K Die polare Reziproke von K bezuglich
des Einheitskreises mit dem Mittelpunkt P sei Kp Wenn F den Flacheninhalt bezeichnet,
so ist F(K) F(KP) eme affine Invariante [2] Die Bestimmung des Minimums dieses
Ausdrucks, d h

mm mm F(K) F(KP)
K PeK

ist eine ungelöste Frage Das Minimum ist allgemein ^ 27/4 (angenommen fur em Dreieck
bezüglich seines Schwerpunkts) und ^ 8 fur em symmetrisches Oval1) Die Stutzfunktion
von K, gemessen von P, sei h(6) Hier ist 6 der Stutzwmkel Dann ist h~1(d) der Radiusvektor

von Kp als Funktion des Polarwinkels 0 Santalo [2] hat bewiesen, dass
F(K) F (Kp) em einziges Minimum in K hat und dass der entsprechende Punkt P durch

h~*(d) sm 6d6= I hr*(B) cos 0 d6 0

o

charakterisiert ist Man überzeugt sich leicht, dass dies bedeutet, dass P der Schwerpunkt
von Kp ist Die letztere Bedingung definiert also einen einzigen Punkt m K

Wenn K einen stetigen euklidischen Krümmungsradius R(B) besitzt, so ist die
ummodular zentro-affme Krümmung gleich k(6) (R hz)~x h~z/R Aus Aufgabe 493 folgt
sofort Die ummodular zentro-affme Krümmung eines Ovals relativ zum Minimalpunkt von
F(K) F(KP) genügt einem Vierscheiteisatz
(Research partially supported by NSF Grant GP-5760

H Guggenheimer, University of Minnesota, Mmneapohs, Minn
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Aufgaben
Aufgabe 564. Em Glucksspiel wird nach folgender Regel gespielt In einer Urne

befinden sich n Kugeln, die die Nummern 1,2, n tragen Em Spieler darf nach
Entrichtung eines Einsatzes diese Kugeln einzeln nacheinander aus der Urne ziehen, und
wenn darunter r Kugeln smd, die beim sten Zug die Nummer s trugen, erhalt er den
^fachen Betrag seines Einsatzes zurück

Man beurteile die Gewinnchance des Spielers unter der Voraussetzung, dass alle
möglichen Ausfalle gleich wahrscheinlich sind O Reutter, Ochsenhausen



IS Aufgaben

Losung Der Erwartungswert des Gewinnes des Spieleis ist gleich seinem Einsatz, den
wir als 1 annehmen Zum Beweis bedeute f(s) die Anzahl derjenigen Permutationen von
9 Zahlen, bei denen keine einzige Zahl ihren ursprünglichen Platz beibehält Die
Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler beim Ziehen der n Kugeln genau rmal die «richtige» Kugel
genommen hat, ist offenbar

w(y) ^T (*) / (n - ')
Der Erwartungswert des Gewinnes ist

n 1
M / \

E £rw(r) JJ * l) / (* - r) (2)
f o f 1

Durch Abzahlen aller Permutationen von n—l Zahlen erhalt man die Beziehung

(*-1)'=t^1 (.-Tl,)'«
oder

f{n-l) (n-l)*-Z;(nn_-1_t)nt) (3)

Setzt man (3) im ersten Summanden der Summe in (2) em, so folgt wegen

/ n — l \ __
ri — i / n \

\n — 1 — ./ « \w — i)
sofort E 1 H Meili, Winterthur

Weitere Losungen sandten G Bach (Braunschweig) und P Hohler (Dietikon)

Aufgabe 565. Man zeige, dass in einem orthonormierten Koordinatensystem die
Gleichung

\XX #2 %z) t (#2 #3 -^l) i (#3 Xx X2) C

eme Drehflache darstellt Man bestimme die Drehachse und eme Meridiankurve
L Kieffer, Luxemburg

1 Losung Die gemeinsamen Punkte P(xx, x2, xz) der gegebenen Flache

F 2(x2-xl+1xt+2)2 c*

und einer zur Geraden g xx — x% xz senkrechten Ebene E 2 xt= 3 t (Parameter /
beliebig reell) bilden einen Kreis mit dem Mittelpunkt M(t/t/t), dessen Radius r der
Beziehung 3 r4 -f 36 t2 r2 4 c* genügt Da dies fur alle t gilt, ist F eme Drehflache mit
der Drehachse g

Beweis Es ist

I? 2(xt ~ t)2 2x\~- 2t2xt + 3t2 2x\ -3 t2,
also

3 MP4 -f 36 t2 WP2 3 (2x\ - 3 ß) (2 x2 + 9 t2)

Wegen 2 xt 3 t ist 2 x2 + 2 2 xt xl+x 9 t2, somit

2x\- 3t2 (2/3) (2x\- 2xtxt+x) und 27^4- 9 t2 2(27** + 27^^t+1)

folglich

3 MP4 -f 36 ^MP4 - 4 {(r^)2 - (2x% xl+x)2} 4 2 (x\ - *t+1 *,+2)* =__ 4 c4

Bei festem t ist demnach itf jP konstant fur alle Pe£OF, und es ist M e g O E, womit
obige Aussage bewiesen ist

Aus 3 r4 -f- 36 2a r2 4 c4 ist zu entnehmen, dass eine Meridiankurve vom Typus einer
Konchoide ist, sie nähert sich fur \t\ -> oo asymptotisch der Drehachse g und nimmt fur
t 0 ihren grossten Achsenabstand c(4/3)l/4 an O Reutter, Ochsenhausen



l/|/2 1/1/2 0 1/1/3 K2/3

VI/2 1/K2 0

1/1/3K2/3
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2 Losung Unter Beibehaltung der r3-Achse drehen wir die xx Achse in die Halbierende
des 1 Quadranten der xx #2-Ebene Das neue System heisse XYZ Bei fester Y-Achse
drehen wir sodann die Z-Achse in die ursprungliche Gerade xx x2 x3, die sich in der
Bezeichnung z-Achse als Drehachse der Rotationsfläche erweisen wird Das endgültige
System heisse xyz Insgesamt hegt jetzt vor

/*i\ / l^-l/|/2^0
(*i 1 1 1/^2" lj]/2 0

\xj \ 0 0 1

/ 1/J/6 - 1/1/2 lj]/3
I 1/1/6" 1/1/2" 1/J/31

\-1/2/3 0 1/yT,

Die Flachengleichung lautet dann 4.4= 3 (a2 + y2) (x2 + y2 + 4 z2) Es hegt also wie
angekündigt eme Drehflache z =- f (x2 + y2) vor Der Meridian r 0 hat z B fur c4 3/4
die Gleichung z (1/2) ^y~2 — y2 I Paasche, München

Weitere Losungen sandten C Bindschedler (Kusnacht) und K Zacharias (Berlin)

Aufgabe 566. In einer Ebene, in der em Kreis K und em Punkt A gegeben sind, wird
jedem Punkt P derjenige Punkt P' auf der Geraden AP zugeordnet, der zu P bezuglich
K konjugiert ist Man beweise Fasst man alle Geraden der Ebene, die durch die
Abbildung P -> P' in zueinander ähnliche Kegelschnitte übergehen, m eme Schar zusammen,

so smd die Enveloppen dieser Scharen konzentrische Kreise Diejenigen Geraden,
die in gleichseitige Hyperbeln übergehen, bilden das Büschel durch das gemeinsame
Zentrum dieser Kreise C Bindschedler, Kusnacht

Losung Der Bildpunkt P' des Punktes P der Geraden g ist der Schnittpunkt von 4P
mit der Polaren p von P p lauft durch den Pol von g und steht senkrecht auf MP (M —

Mittelpunkt von K) Die Geraden AP (P e g) und die zugehörigen Polaren p bilden daher
zwei projektive Strahlenbuschel mit dem Kegelschnitt g' Bild von g) als«Schnittkurve»

Die Ferngerade der Ebene wird auf den Thaieskreis T mit dem Durchmesser AM
abgebildet Wegen (P')f — P smd die Urbilder der Fernpunkte von g' die (reellen oder
komplexen) Schnittpunkte Sx, S2 von g mit T Die Bildpunkte Sx, S2 liegen auf ASX, AS2
Also ist <£ SXAS2 der «Winkel» zwischen den Fernpunkten von gf Zwei Kegelschnitte smd
ähnlich, wenn ihre Fernpunkte denselben (reellen oder komplexen) Winkel einschliessen
<£ SXAS2 ist Penpheriewmkel au*f dem Thaieskreis T Es werden somit diejenigen Geraden
als ähnliche Kegelschnitte abgebildet, die (nach dem Penphenewinkelsatz) gleichlange
Sehnen aus T ausschneiden, die also einen zu T konzentrischen Kreis einhüllen (Im Fall
gleichseitiger Hyperbeln ist «£ SXAS2 n/2, d h SXS2 Durchmesser von T)

W Vinzenz, München
Weitere Losungen sandten K Grün (Linz/Donau) und L KmrFER (Luxemburg)

Aufgabe 567. Man beweise Eme Zahl a ist genau dann rational, wenn die Zahlenfolge

oc, oc + 1, a + 2, eme wenigstens dreigliedrige geometrische Teilfolge enthalt
E Teuffel, Korntal/Stuttgart

Lösung Ist oc p/q (p und q natürliche Zahlen), so smd a, oc + p und a + 2 p + p q
m geometrischer Progression Wenn oc rational, aber nicht positiv ist, wende man das
obige auf die positive rationale Zahl a — [a] + 1 an

Smd umgekehrt oc, a + n und oc + n + m m geometrischer Progression (n und m natürliche

Zahlen), so ist oc n2/(m — n) rational A Bager, Hj0rrmg, Danemark
Weitere Losungen sandten C Bindschedler (Kusnacht), P Bundschuh (Freiburg/

Br), P Hohler (Dietikon), W Janichen (Berhn-Zehlendorf), H Meili (Winterthur),
O. Reutter (Ochsenhausen).
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Neue Aufgaben
Aufgabe 589. In einer Ebene smd drei Kreisbuschel gegeben Man konstruiere drei

zueinander orthogonale Kreise, von denen jeder einem dieser Büschel angehört
C Bindschedler, Kusnacht

Aufgabe 590. Gegeben smd die Ausdrucke

4, -^ E - D-* © *- und B. F+^i (- 1)-' © *-
Man zeige An Bn n fur n 0, 1, 2, I Paasche, München

Aufgabe 591. Fur welche reellen Zahlen a gilt die Implikationnnn n

Zl xi ^U x* =2J xnt ql^> (vre N)2J x+r a*-iti % i tl
wobei xt(% 1,2, n) reelle Zahlen sind? D Veljan, Zagreb

Aufgabe 592. Fur k — 1, 2, bezeichne (n, m)k den grossten gemeinsamen Teiler
von n und m der Potenz k, as(k, m) die Teilerfunktion

as(k, m)= JJ P

tdk m

und c^(m) die verallgemeinerte Ramanujansche Summe

cf(m) JJ e2nirmlnk

l^r^nk
(r nk)k 1

Man beweise die fur R(s) > 1/k gültige Darstellung

^5-1 (^» m) £(k s) m,-i yv
__—/ %*
n 1

worin J die Riemannsche Zetafunktion bedeutet E Kratzel, Jena

Literaturüberschau

Calculus of Fractions and Homotopy Theory Von P Gabriel und M Zisman Ergebnisse
der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Band 35 X und 168 Seiten mit 114 Figuren
DM 38 - Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg und New York 1967

Dieses Buch vermittelt eme in sich abgeschlossene Darstellung der semisimphzialen
Topologie Es wird dabei durchweg ausfuhrlicher Gebrauch der Kategoriensprache
gemacht Der Leser findet zu Beginn des Buches eine Zusammenstellung der fundamentalen
Begriffe und Konstruktionen m der Kategorientheorie

Hauptanliegen des Buches ist die Konstruktion der sogenannten homotopischen
Kategorie H und ihre Beziehung zu andern wohlbekannten Kategorien Insbesondere
wird gezeigt, dass die Kategorie H äquivalent ist zur Kategorie der CW-Komplexe modulo
Homotopie Ausgangspunkt der Konstruktion von H ist die Kategorie A°E der
semisimphzialen Mengen In dieser wird eme Homotopie erklart und m der entsprechenden
Kategorie AQE der semisimphzialen Mengen modulo Homotopie eme spezielle Klasse A
von Morphismen ausgezeichnet Geometrisch gesprochen ist A die Klasse derjenigen
Morphismen m AQE, deren geometrische Realisierung mvertierbar ist Die homotopische
Kategorie H geht nun aus A°E dadurch hervor, dass die Morphismen der Klasse A formal
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