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Zur Herleitung
der Gronwallschen Nomographierbarkeitsbedingungen

Bekanntlich heisst eine Funktion w F(u, v) nomographierbar, wenn es eine
Massausche Determinante rT v t x Tyr x

U^u) Vt(v) W^w)

M(u, v, w) U2(u) V2(v) W2(w) (1)

Uz(u) V,(v) WB(w)

gibt, so dass für alle Wertepaare (u, v) eines Gebietes G der (u, v)-Ebene

M(u, v, F(u, v)) 0

ist.
Das Verschwinden der Massauschen Determinante kann gedeutet werden als

Bedingung dafür, dass je eine Gerade der drei Geradenscharen in der (x, y)-Ebene

Ux(u) x + U2(u) y + Uz(u) 0,

V1(v)x+Vt(v)y+ V9(v) 09

Wx(w) x 4- W2(w) y + W3(w) 0

sich für w _F(w, ?;) in einem Punkte schneiden. Die Funktion w _P(^, v) ist also

durch eine geradlinige Netztafel (Geradentafel) darstellbar.
Durch eine passende Wahl des Koordinatenursprungs in der (x, y) -Ebene und des

Gebietes G kann erreicht werden, dass Uz(u), V3(v) und Wz(w) nicht verschwinden Mit

UAu)
/,(«). Vi(v)

gi(v) >

Wj(w)
UB(u) "^' Vz(v) 6'^' W3(w)

erhält die Massausche Determinante (1) die Form

/iM gi(v.

M(u, v, w) U3(u) V9(v) WB(w)

ht(w) (i 1, 2) (2)

/i(«) &_(*) *aW

1 1 1

Ihr Verschwinden kann gedeutet werden als Bedingung dafür, dass je ein Punkt der
drei Skalen in der (£, rj)-Ebene

<>u- f fi(u) > n /2M

(3)
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für w F(u, v) kollmear smd Die Funktion w F(u, v) ist also auch durch eme (zur
Geradentafel duale) Fluchthnientafel darstellbar

Fasst man die Elemente je einer Spalte der Massauschen Determinante (1) als
Koordinaten eines Vektors des dreidimensionalen affinen Raumes auf, so bedeutet
das Verschwinden der Massauschen Determinante die Bedingung dafür, dass die
Vfktorpn

/t_(«)\ /VM\ /w_«
U(u) I L\{u) j, »(») I Vt{v) j, W{w) W2(w)

\u3(u)J \V3(v)J W«0
für w F(u, v) komplanar smd

M(u, v, F(u, v)) (U(u) SB(v) SDB(F(«, v))) 0

Die durch diese geometrische Deutung nahegelegte Verwendung der Vektor-
schreibweise gestattet eme übersichtliche Herleitung der Gronwallschen Nomo-
graphierbarkeitsbedmgungen

Mittels der Richtungen der Vektoren U, 95, 2B, die durch die Verhaltnisse ihrer
Koordinaten gegeben smd, gelangt man mit (2) wieder zu den Gleichungen (3) der
Skalen cu, cv, cw der Fluchthnientafel fur die Funktion w F(u, v)

Im folgenden sei Iu das Intervall ua< u < ub, Iv das Intervall va < v < vb, und
es sei G {(u,v),uelu,ve Iv} Von den Vektoren U(u) und 95(v) wird vorausgesetzt
1) U(u) und 95(v) seien viermal stetig differenzierbar1) fur ue Iu bzw v e Iv
2) ([U 93] [U U'] [93 93']) (U 95 W) (U 95 95') L N 4= 02) fur (u, v)gG, dabei ist

zur Abkürzung
(U 95 IT) L(u, v), (U 95 95') tf(«, v) (4)

gesetzt worden
Die Endpunkte der Ortsvektoren VL(u) und 95(v) beschreiben dann je eme Raumkurve
C„bzw Cv

Die Voraussetzung 2) ist nur dann erfüllt, wenn
2a)U*0, U'*0, 95*0, 95'4=0
2b) [Xt U'] ^ 0 und [95 95'] ^ 0 Cu und Cv dürfen keine Geraden durch den Ursprung

sein Die Skalen cu und cv dürfen also3) nicht in je einen Punkt entarten
2c) [U W] =}= 0 und [95 95'] 4= 0 Cu und Cv dürfen keine Tangente durch den Ursprung

schicken Die Skalen cu und cv müssen also3) streng monoton sein

2d)L (U 95 W) =N 0 und N (U 95 95') 4= 0 Diejenigen Wertepaare {u, v) e G,

fur die der Tangentenvektor U' von Cu (bzw 95' von Cv) und die Ortsvektoren U
und 95 komplanar smd, fur die also3) die Skala cv (bzw cu) von einer Tangente der
Skala cu (bzw cv) geschnitten wird, müssen ausgeschlossen werden Liegen Cu

und Cy in je einer Ebene durch den Ursprung, smd also cu und cv geradlinig, so

dürfen Cu und Cv nicht derselben Ebene und cu und cv nicht derselben Geraden

angehören, da sonst L 0 und N 0

*) Ableitungen nach der jeweiligen Veränderlichen werden mit dVLldu U', d%\dv — SB' usw
bezeichnet

2) Hier und im folgenden werden die Formeln [\% 95] [<£ D]] (% SB D) (£- Ä SB (£) X) und
(W 93] [C D] [C 5]) m ®] CS: D]] ffi JJ] («SB D) ((£ « 5) - « 93 © (D (£ g) benutzt

8) Die Interpretation der Bedingungen 2b) bis 2e) fur die Skalen cu und cv ergibt sich mittels (2) und (3).
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2e) [tt 95] 4= 0: Diejenigen Wertepaare (u, v) e G, für die lt und 93 proportional sind,
für die also3) die Skalen cu und cv gemeinsame Punkte besitzen, müssen
ausgeschlossen werden. Wenn Cu und Cv ganz oder teilweise auf demselben Kegel
(Spitze im Ursprung) liegen, wenn also die Skalen cu und cv ganz oder teilweise
derselben Kurve angehören, liegen die auszuschliessenden Punkte (u, v) e G auf
einem stetigen Kurvenbogen in der (u, v)-Ebene, der wegen 2c) streng monoton ist.
Weiter wird vorausgesetzt, dass

3) w F(u, v) für (u, v) e G eine eindeutige, reellwertige Funktion ist, die stetige
erste und zweite partielle Ableitungen besitzt und deren Ableitungen dF\du Fu

und dFjdv Fv für (u, v) e G nicht verschwinden.
4) 33S(^) einmal stetig differenzierbar ist für w — F(u, v) mit (u, v) eG und dass

9!B 4= 0 und 9ß' 4= 0 sind. Der Endpunkt des Ortsvektors W(w) beschreibt dann
eine Raumkurve Cw.
Wie eingangs erwähnt, heisst die Funktion w F(u, v) nomographierbar, wenn

für alle (u, v) eG

M(u, v, F(u, v)) (U 95 SB) [lt 95] 2B ÜW& 0, (5)

W°bel
Ü(u, v) [Xt SB]. (5a)

Aus der Identität (5) folgt

d(üm) {QW)udu + {QWjvdv 0,
also

(fi9B)w ßu9B + fi9P5'Fu 0, (flSB), Qv%$> + ÜWFV 0. (6)

Darinist
ßSB' (UBSB')*0; (7)

denn anderenfalls gäbe es einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor 9B, der den

Gleichungen Qm==Q Q^ _ Q Q^ Q

genügt, dann und nur dann, wenn entgegen der Voraussetzung 2)

(ÜQUQV) ([XI 95] [XI' SB] [XI 95']) (XI 95 XI') (XI 95 »') L N 0

wäre.
Wegen 4) und (7) ist für w F(u, v)

[[XI95][9B9B']] (XI95 2B')2B 4=0.

Daraus folgt [SEB 3GB'] 4= 0, d.h. die vom Endpunkt des Ortsvektors 3DB beschriebene
Raumkurve Cw ist keine Gerade durch den Ursprung und schickt keine Tangente
durch den Ursprung. Die Skala cw entartet also nicht in einen Punkt und ist streng
monoton.

Aus (6) entfernt man die Glieder mit W und erhält
(i)

FU(Ü m)v - FV(Q W)u (Fu Qv~~FvQu)3B~Q$ß 0*), (8)

wobei
(1)

Q~FuQv-FvQu~Fu[Um-m'm. (8a)

4) Diese Identität verwendet auch Bahvalov [1].



R. Wodicka Zur Herleitung der Gronwallschen Nomographierbarkeitsbestimmungen 105

Ebenso, wie aus (5) die neue Identität (8) gewonnen wurde, erhält man aus (8)

/(l) \ /(l) \ / (1) (1)\ (2)

FU[QW)V - Fv[Qmju [FuQv-FvQu)m Qm 0 (9)

mit

(2) (1) (1) ^
Q Fu Q, - Fv Qu (Fuv Fu - FUtt Fv) [U 93'] + (Fuv Fv - Fvv Fu) [W 93] I

(Qa)

+ FU\U 93"] - 2 F„ FV[W 93'] + FV\W 93] J

Einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor 3B, der den Gleichungen (5) Q 9GB 0,
(1) (2)

(8) Ü 2B 0 und (9) ü 9B 0 genügt, gibt es dann und nur dann, wenn für alle
(u, v) eG mit (5a), (8a) und (9a)

/ (1) (2)\

[QQÜJ=0. (10)

Für die Ausrechnung dieser Bedingung werden die Ableitungen von (4) benötigt:

(XI95Xt") LM, (US'U') L„, (XI'95 9S')=iVtt, (Xt 95 95") Nv. (11)

Die Ausrechnung von (10) ergibt5)

(2) / U SB\ (2)

(FuNU + FvL5B)Q=-LN(Fuf+Fvf)Q 0,

und bei Berücksichtigung von (11)

FuuF* -2FUVFUFV + FvvF* - FuFv (p(u, v) Fv + q(u, v) FJ 0 (12)

mit

*«''> £-2#-(to-_R' ^•)4-2r-KL- (13)

Für die Ableitungen von p und q gelten

<p(u, v)=2fiv+qu=-3 (ln7V)„ 3 ^ (93 93' 93"),

\ (14)

f(u, v) pv+2qu=-3 (lnL)uv =-3|-(UlI'U"); J

dabei wurden die Beziehungen

N Nuv -NUNV^- L(93 W <B"), LLul-LuLv^ _V(U XI' XI")

benutzt. Wenn (95 95' 95") und (XI XI' XT) nicht identisch verschwinden, erhält man
durch Berechnung von (ln^ und (ln^ wegen (14) und (13)

<Pu=P<P> Wv=(lW' (15)

Nach Gronwall [4] und Smirnov [5], vgl. auch [2], sind (12) und (15) die

notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Nomographierbarkeit der Funktion
w F(u, v).

5) Vgl. Fussnote 2.
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Falls (95 95' 95") bzw (XI XI' XI") identisch verschwindet, hegt Cv bzw Cu in einer
Ebene durch den Ursprung, die Skala cv bzw cu ist also geradlinig, dann tritt wegen
(14) (p(u, v) 0 bzw y>(u, v) 0 an die Stelle der ersten bzw zweiten Differentialgleichung

(15) Wenn cv und cu zugleich geradlinig smd, lauten die Bedingungen
pv 0 und qu 0

Bei einer regulären homogenen Affinität werden die Spatprodukte (4) mit der
Determinante der Transformation multipliziert Wie aus (13) ersichtlich ist, sind p
und q gegenüber regulären homogenen Affinitäten invariant, folglich auch die Nomo-
graphierbarkeitsbedmgungen (12) und (15) Bei einer regulären homogenen Affinität
des Raumes unterliegt die (|, rj)-Ebene einer regulären Kollmeation

Abschliessend sei darauf hingewiesen, dass bei Voraussetzung der Existenz
stetiger Ableitungen höherer Ordnung von XI (u), 95 (v) und F(u, v) nach dem Vorbild

(')

von (8) und (9) weitere Identitäten Q 9QB 0 mit
(l) (l-l) (l-l) (0)

Ü--F Q --F Q Q Q (1=1, ,n)
(0

gewonnen werden können Q enthalt Ableitungen von ü und damit von XI und 95

sowie von F(u, v) bis zur /-ten Ordnung Bis zur Ableitungsordnung n stehen n -f 1

(/)

Identitäten Ü3ß 0 (l 0, n) zur Verfugung, von denen je drei analog zu (10)
eme Bedingung /(_x.)<*h A{QQÜ) ° (16)

mit verschiedenen i, 7, k e {0, n} liefern Insgesamt gibt es (Mg *) n (n2 — l)/6
derartige Bedingungen

Im oben behandelten Fall n 2 treten m der Bedingung (10) die beiden von
Xt und 95 abhangigen Koeffizienten p und q auf, und zwar linear Wünschenswert
waren Nomographierbarkeitsbedmgungen fur w F(u, v), die von XI und 95

unabhängig smd Man konnte versuchen, mittels der (n +*) Bedingungen (16) fur
hinreichend grosses n die von XI und 95 abhangigen Koeffizienten, deren Anzahl mit n
ebenfalls wachst, zu eliminieren Doch ist, wie Blaschke [3] bemerkt hat, zu erwarten,
dass erst fur n 9 hinreichend viele Bedingungen zur Verfugung stehen, das smd

(^) 120 Daher dürfte sich kaum jemand finden, der genügend Mut und Ausdauer
besitzt, diesen Weg zu beschreiten Die zu erwartenden Bedingungen hatten fur die

praktische Nomographie natürlich keine Bedeutung
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