Zeitschrift: Elemente der Mathematik
Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft

Band: 23 (1968)
Heft: 1
Rubrik: Aufgaben

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 24.12.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

16 Aufgaben

Aufgaben

Aufgabe 541. Let I, O, H denote respectively the incenter, the circumcenter and the
orthocenter of a triangle with sides a, b, ¢ and the inradius ». Prove that the area K of the

triangle IOH is given by K=|(a—b)(b—0)(c—a)|/87.
W. J. BLunpoN, Memorial Univ. of Newfoundland

1. Losung : Die Ecken des Dreiecks seien beziiglich O durch die Vektoren z; dargestellt.
Dann gelten fiir H und I die Vektordarstellungen H = X' z; und I = (1/2s) 3 a, z;, wobei
a; die Linge der Gegenseite der Ecke z;, und 2s = Y a; ist. Demnach hat das Dreieck
IOH den Flicheninhalt

K = 5 det (X' z;; —Z?Za,-z,-) = —— | XY (a; 1 — a;) det (z;; z; .1)| .

4s
Nun ist bekanntlich 1
det (z;; 2;11) = 87s ai o (af + aty, —at,,),
folglich 1
K = 32752 |2 (@; .1 — a;) a% 5 (a2 + a¥ , — a2 )]

1
T 327 st I (a; 11 —a;) - (2 a)?| = 8Ly |11 (a; 41 — )|, q.ed.

O. REUTTER, Ochsenhausen

2. Lésung: Nach R. Tucker und T. C. SimMons, Sol. qu. 3733 Ed. Times 43, 60 gilt,
wenn R der Umkreisradius des ebenen Dreiecks mit Innenwinkeln 4 BC ist,

A-B . B—-C . C-4
— 2 Q1
K = |2R?sin 3 sin 3 sin 7

Wegen a — b = 2R (sin A — sin B) = 4R sin((4 — B)/2) sin(C/2) (analog b — ¢ und ¢ — a)
ist die Behauptung von BLUNDON dquivalent mit
1= K/K = (4R sin(A4/2) sin(B/2) sin(C/2)) r—1.

Dies ist aber allgemein als richtig bekannt, q.e.d. I. PaascHE, Miinchen

Weitere Losungen sandten L. BANKOFF (Los Angeles, USA), L. Carritz (Durham
USA), W. JANICHEN (Berlin-Zehlendorf), S. KLEVEN (Sfeinkjer, Norwegen), R. WHITE-
HEAD (Hayle, England).

Aufgabe 542. a) Trouver un exemple de trois nombres triangulaires distincts > 0,
tels que la somme de deux quelconques d’eux est un nombre triangulaire.
b) Démontrer qu’il existe une infinité de tels triples de nombres triangulaires.

W. SIERPINSKI, Varsovie
Solution: We have to solve the following system of Diophantine equations:
be + 8y =1a, by + =10, by +1t:=1¢.
If we put here 2 = ¢, — 1, b = ¢, then the second equation is an identity. We put further
x=2n 4+n—-1, y=2n—-n—-1, a=2n, c=b+nt—n-—1, ‘

Then for n > 1, » < ¥ < 2z, and a simple calculation shows that the system is satisfied.
P. PierLorz, Katowice, Poland
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Dieselbe Losung von a) sandte A. KrRawczyk (Warschau). A. ScHINZEL (Warschau)
fiilhrt die Losung des Systems auf die Gleichung u? — 281 v? = 200 zuriick, die die
Losung # = 85, v = 5 besitzt und somit unendlich viele Lésungen hat.

Aufgabe 543. Welche natiirlichen Zahlen sind zugleich Fibonaccizahlen 1 2 3 5
8 13... und Lucaszahlen 2 1 3 4 7 11...? I. PaascHE, Miinchen

Lésung : Die Fibonaccizahlen f, sind definiert durch f, = 0, f, = 1, f, .o = fi + fry1s
die Lucaszahlen g, durch g, = 2, g, = 1, g, .4 = g + gx,1- Daraus, und aus der be-
kannten Bezieh

annten Beziehung 8 =Ffnor F fop1 (0> 1)

folgt "
g fn—}-l <& < fﬂ+2 fir n > 3.
Die einzigen Losungen sind also 2, 1 und 3. P. HoHLER, Olten

Weitere Losungen sandten A. AMMANN (Yverdon), A. BAGeR (Hjerring, Dinemark),
L. CarLitz (Durham, USA), C. BinDscHEDLER (Kiisnacht), W. JANicHEN (Berlin-
Zehlendorf), W. JeEnNTscH (Halle/Saale), O. ReEUTTER (Ochsenhausen), E. TEUFFEL
(Korntal/Stuttgart), E. WipMER (Biel), K. ZacHARIAS (Berlin).

Aufgabe 544. The formulas

2n

2 m\2 (2 m)! 2n\3 (3 m)!
oe(R) = Cogpe X E0e(S) = e
k;; k (n)? ké? k ()3
are well known. Show that
2n
2n\r (r m)!
(= (57) = (= vr *)
k=Z0' k (m)r
is impossible for » > 3. L. Carritz, Duke Univ., USA
Lisung: Fir n = 1 wiirde die Formel lauten »! = 2r — 2. Dies ist aber fiir jedes

v = 4 unmoglich, da dann 7! = 0 (mod 4), dagegen 2r — 2 = 2 (mod 4).

A. BAGER, Hjerring, Ddanemark
Eine weitere Losung sandte E. WIDMER (Biel).

Neue Aufgaben

Aufgabe 565. Man zeige, dass in einem orthonormierten Koordinatensystem die
Gleichung (43 — 2, 29)* + (43 — 23 #0)* + (4 — %, 7y)? = b
eine Drehfliche darstellt. Man bestimme die Drehachse und eine Meridiankurve.
L. KI1EFFER, Luxemburg

Aufgabe 566. In einer Ebene, in der ein Kreis K und ein Punkt 4 gegeben sind, wird
jedem Punkt P derjenige Punkt P’ auf der Geraden A P zugeordnet, der zu P beziiglich
K konjugiert ist. Man beweise: Fasst man alle Geraden der Ebene, die durch die Ab-
bildung P - P’ in zueinander dhnliche Kegelschnitte iibergehen, in eine Schar zusam-
men, so sind die Enveloppen dieser Scharen konzentrische Kreise. Diejenigen Geraden,
die in gleichseitige Hyperbeln iibergehen, bilden das Biischel durch das gemeinsame
Zentrum dieser Kreise. C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht

Aufgabe 567. Man beweise: Eine Zahl « ist genau dann rational, wenn die Zahlen-
folge «, « + 1, @ + 2, ... eine wenigstens dreigliedrige geometrische Teilfolge enthilt.
E. TeurreL, Korntal/Stuttgart
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Aufgabe 568. Es sei P, eine Menge wvon m verschiedenen Primzahlen und
a, < ay < ag < ... die Folge aller natiirlichen Zahlen, deren Primzahlzerlegung nur
Primzahlen aus P,, enthilt. Ist m nicht endlich, so ist nach Aufgabe 508 (El. Math. 27,

112 (1966)) -
S =) {a, a5, ..., a,}""
n=1
mmer rrational, wobei {a,, a,, ..., a,} das k.g.V. von a,, a,, ..., a, bedeutet. Fiir m = 1
ist S rational. Der Aufgabensteller kennt keine weiteren m, fiir die S rational ist. Gibt
es solche m oder ist S fiir m > 1 immer irrational ? P. ErRDOSs

Bericht

Ein mathematischer Problemwettbewerb im Kanton Bern

Die Informationsstelle fiir Mathematikunterricht, ein kantonal-bernisches Zentrum
zur Forderung und Modernisierung des Mathematikunterrichts an den bernischen Schu-
len, hat vom Oktober 1966 bis zum Mai 1967 einen Problemwettbewerb («Olympiade»)
an den Gymnasien, Techniken und Seminarien des Kantons Bern organisiert. Es wurden
vier Runden zu je fiinf Aufgaben durchgefiihrt, wobei die Teilnehmer pro Runde 3-4
Wochen Zeit zur Losung erhielten: Die Aufgaben wurden an simtliche Mittelschiiler des
Kantons versandt; insgesamt beteiligten sich rund hundert Schiiler am Wettbewerb.
Bei der Bewertung der Losungen wurden auch die sprachlich korrekte Darstellung und
die Originalitdt beriicksichtigt. Elf Schiiler mit den hoéchsten Punktezahlen nahmen
schliesslich an der fiinften Runde teil, bei welcher fiinf weitere Aufgaben wihrend dreier
Stunden unter Aufsicht zu l6sen waren. Die drei Gewinner des Wettbewerbs erhielten
Biichergutscheine. Es mag interessieren, dass die Schulnoten in Mathematik der drei
Preistréiger, alles Gymnasiasten, einen Durchschnitt von 5,9 aufweisen.

Der Leser findet anschliessend die 25 Aufgaben kurz dargestellt. Die den Schiilern
ausgehdndigten Fassungen waren oft eingekleidet und von Erkldrungen und Figuren
begleitet. Die Probleme sind teilweise Originalprobleme, teilweise entstammen sie Auf-
gabensammlungen dhnlicher Wettbewerbe oder dem Aufgabenteil von Fachzeitschriften.
Manchmal war es notig, sie durch Vereinfachungen auf das den Schiilern zugangliche
Niveau zu bringen.

1.1 Ein Rechteck ist in 35 kongruente quadratische Felder unterteilt. Vom Zentral-
feld aus soll ein Weg genau einmal durch alle Felder fithren und in einem Randfeld
enden, wobei nur Zwischenstrecken, keine Ecken durchlaufen werden diirfen. Beweise,
dass ein solcher Weg unmoglich ist.

1.2 Beweise: die Folge der Endziffern der Zahlen »"*! (n = 1, 2 3 ...) ist periodisch.
Gib eine volle Periode an.

1.3 Einem beliebigen konvexen und zentralsymmetrischen Sechseckbereich sei ein
Dreieckbereich einbeschrieben. Weise nach, dass der Fldacheninhalt des Dreiecks hoch-
stens halb so gross sein kann wie der Inhalt des Sechsecks. Gibt es Fille, bei denen das
Gleichheitszeichen eintritt ?

1.4 Im Zahlenschema
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[

ist jede Zahl die Summe der drei iiber ihr stehenden (Ergdnzung durch Nullen). Beweise,
dass in jeder Zeile, mit Ausnahme der ersten beiden, mindestens eine von null verschie-
dene gerade Zahl vorkommen muss.

1.5 In wieviele Gebiete teilen » Parallelenpaare die Ebene hochstens ?
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