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Der Aufbau der Kongruenzgruppe im Raum
durch Spiegelungen')

Ein ungeniigendes Raumvorstellungsvermogen ist fiir das Erlernen ingenieurtechnischer
Disziplinen ein erhebliches Hindernis, ganz abgesehen davon, dass ein gewisser Grad an Raum-
vorstellungsvermogen einen wesentlichen Teil der elementaren mathematischen Kultur ausmacht,
die der Schiiler beim Verlassen der allgemeinbildenden Schule mitbekommen haben sollte.

P. S. ALEXANDROW

Diesem Zitat wire noch beizufiigen, dass sich zum Beispiel auch die Naturwissen-
schaften und die Medizin intensiv mit dem 3dimensionalen Raum befassen.

Die Vermittlung einer gewissen Raumerfahrung gehort zu den obligatorischen
Aufgaben des mathematischen Unterrichtes. Einige extreme Reformprogramme, die
gegenwirtig diskutiert werden, férdern zwar eher das Gegenteil, nimlich die totale
Raumblindheit der Schiiler. Der vorliegende Beitrag mochte auf ein Gebiet der
Stereometrie aufmerksam machen, das auf der Schule in ganz besonderem Masse ge-
eignet ist, ein Raumerlebnis zu vermitteln. Die darin aufgeworfenen Grundgedanken
der Spiegelungsgeometrie warden um die Jahrhundertwende von den beiden Geometern
J. HjeLMsLEV und H. WIENER [6] entwickelt. In den letzten Jahrzehnten hat sie
F. BAceMANN wieder aufgenommen und mit seinen Schiilern zu einem kraftvollen
Instrument der geometrischen Grundlagenforschung ausgebaut [1]. Diese Arbeiten
sind auf das zunehmende Interesse der Schulmathematiker gestossen, wobei die
schulische Verwertung zwar bis jetzt auf die Planimetrie beschrankt blieb. Mit den
Ideen der Spiegelungsgeometrie kann aber auch der Stereometrieunterricht aus der
gegenwirtigen Erstarrung herausgefiihrt werden.

Der traditionelle Geometrieunterricht an den hoheren Schulen erschopft sich im
wesentlichen in einer ausgedehnten Planimetrie und in Kérperberechnungen. Wo zu-
sdtzlich eigentliche Raumgeometrie betrieben wird, muss diese meist fiir axiomatische
Betrachtungen herhalten und das Resultat ist fiir die Mehrzahl der Schiiler ein Leer-
lauf im Trivialen. Zwar kann die darstellende Geometrie in reichem Masse Raum-

1) Fiir den Druck bearbeitete Fassung eines Vortrages, gehalten in der Mathematischen Vereinigung
Bern am 11. 12, 1964 und an der Tagung zur Didaktik des mathematischen Gymnasialunterrichtes in
Oberwolfach, Herbst 1965.
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gefiihl und Raumerfahrung vermitteln, wenn sie auch wirklich zu dieser Aufgabe
herangezogen wird und nicht in ein intellektuelles technisches Zeichnen ausartet.
Es wire deshalb zu wiinschen, dass die darstellende Geometrie dort wo sie im Lehr-
plan figuriert, wieder vermehrt in den Dienst der Mathematik gestellt wird.

Die gruppentheoretische Ausrichtung der Schulgeometrie liegt ganz im Rahmen
jener Reformprogramme, welche die Strukturen stirker hervorkehren wollen.
Selbstverstdndlich kann der mathematische Schulunterricht nur auf ein paar einfache
Grundstrukturen eingehen. Zu diesen gehort offensichtlich die Gruppenstruktur, die
wohl am natiirlichsten in der Geometrie eingefiihrt und motiviert werden kann.

1. Ebenenspiegelung und allgemeine Kongruenzabbildung im Raum

Abbildungen werden im folgenden mit grossen griechischen Buchstaben bezeichnet.
Fiir die Zusammensetzung zweier Abbildungen @ und ¥ in der Reihenfolge zuerst @
und dann ¥ wird die Schreibweise @ o ¥ verwendet.

A/QEI
JanuaN
7

Figur 1

Der spiegelungsgeometrische Aufbau der rdumlichen Kongruenzgruppe geht
von der Ebénenspiegelung als Grundabbildung aus. Die Spiegelung an der Ebene
¢ ist eine eineindeutige Abbildung des Raumes auf sich; zugeordnete Punkte
Aund 4 liegen auf einem Lot zu £ und zwar so, dass ¢ die Verbindungsstrecke von 4
und A halbiert. Wir bezeichnen diese Abbildung mit ..

Offensichtlich ist 2, eine snvolutorische Abbildung, d.h. eine von der Identitat I
verschiedene Abbildung, fiir die

Zol,=1 «= X 1=2,

gilt. Bei Z, sind alle Punkte von ¢ Fixpunkte. In jeder Normalebene zu ¢ erzeugt 2,
eine ebene Geradenspiegelung?); man schliesst hieraus, dass 2, die Léinge einer
Strecke invariant ldsst.

Definition: Jedes endliche Produkt aus Ebenenspiegelungen

Q=2X,0250:002,
heisst etne Kongruenzabbildung des Raumes.

%) Geradenspiegelung der ebenen Geometrie, Dies ist die Grundabbildung beim spiegelungsgeometrischen
Aufbau der ebenen Kongruenzgruppe. Vgl. [3].
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Auf Grund dieser Definition ist die Zusammensetzung zweier Kongruenzab-
bildungen stets wieder eine Kongruenzabbildung. Aus X, o 2, = I entnehmen wir,

dass die Menge aller Kongruenzabbildungen auch die Identitit umfasst. Ferner
beachten wir, dass

QZZaOZﬂO“-OZw <= Q_lzzwo"'OZﬂOZ“

Diese Bemerkungen lassen erkennen, dass die Menge K aller Kongruenzabbildungen
mit der geometrischen Zusammensetzung als innerer Operation auf eine Gruppe fiihrt.
Satz 1: Die Kongruenzabbildungen des Raumes bilden eine Gruppe K3).
Die einfachsten Kongruenzabbildungen sind beim vorliegenden Aufbau natiirlich
die Ebenenspiegelungen X, X PIREE , o ) Auf der néic_hsthéheren Stufe stehen die
2spiegeligen Produkte, iiber die wir uns gleich einen Uberblick verschaffen wollen.

A

s
©

Figur 2

Figur 3

Fiir zwei Ebenen « und f gibt es im euklidischen Raum zwei verschiedene Méglich-
keiten der gegenseitigen Lage; entweder sind sie parallel oder sie schneiden sich in
einer Geraden g. Diese beiden Situationen fithren uns auf die folgenden spiegelungs-
geometrischen Sitze:

3) K bezeichnet eine Menge, § eine strukturierte Menge.
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Satz 2: Sind die Ebenen o und f8 parallel, so stellt X, o Xy = T eine Translation dar.
Der Translationsvektor v ist doppelt so lang und gleichgerichtet, wie der Abstandsvektor a
zwischen o und 3 (@ zeigt von o nach fB); es gilt als v = 2 a.

Satz 3: Schneiden sich die Ebenen o und 8 in der Geraden g, dann ist X, o Xy = A,
die Drehung mit der Achse g und dem Drehwinkel &, der doppelt so gross ist wie der
orientierte Winkel ¢ zwischen den Ebenen o und 8 (¢ weist von o nach f3); es ist also
P=2¢.

Die Fig. 2 zeigt die beiden Situationen im Schrigbild. In der Fig. 3 sind die ent-
sprechenden Konstruktionen in Grund- und Aufriss dargestellt, wobei o und g als
projizierende Ebenen gewihlt wurden?).

Fir die weiteren Untersuchungen benétigen wir noch zwei Umkehrsitze, die
ebenfalls sofort aus den Fig. 2 und 3 entnommen werden kénnen:

Satz 2': Eine vorgegebene Translation T mat dem Vektor v kann auf unendlichviele
Arten als Produkt von zwei Ebenenspiegelungen geschrieben werden, die beiden Spiegel-
ebenen o und B sind parallel und es ist a = (1/2) v.

Satz 3': Eine vorgegebene Drehung A, mit der Achse g kann auf unendlichviele
Arten als Produkt von zwer Ebenenspiegelungen geschrieben werden, die beiden Spiegel-
ebenen sind mit g inzident und der ovientierte Winkel @ zwischen o und 8 unterliegt der
Beziehung ¢ = (1/2) 9.

Im allgemeinen sind zwei beliebige Ebenenspiegelungen X, 25 nicht vertausch-
bar; die beiden Produkte X o X, und Ze X, stellen verschiedene Kongruenz-
abbildungen dar. Liegt aber ein kommutatives Paar vor, dann gilt

Lyolpy=2pol, == L, odgolk odig=1 bzw. (X, 0 2p?=1.
2, und 2, sind also genau dann vertauschbar, wenn die Abbildung X, o 2, die
Periode 2 aufweist. Suchen wir zunidchst unter den Translationen nach solchen
Abbildungen, so zeigt sich, dass nur die Identitdt I (v = 0) diese Eigenschaft hat;
esist dann o = B. Unter den Drehungen fiithrt der Drehwinkel § = z auf die Periode 2;
hiezu gehoren zwei Ebenen o und g, die senkrecht aufeinander stehen.

Aus zwei zueinander senkrechten Ebenen geht somit eine neue involutorische
Kongruenzabbildung hervor, ndmlich die Drehung um die Schnittgerade g mit dem
Drehwinkel ¢ = n. Man nennt sie die Spiegelung an der Geraden g und bezeichnet sie
mit X,. In diesem Falle ist

* 2yolp=2p02, =2,

A
e
i
N
\B_
g
Figur 4

4) Die darstellende Geometrie ist eine wichtige konstruktive Hilfe bei der Untersuchung spiegelungs-
geometrischer Zusammenhinge im Raum. Dieser Beitrag diirfte aber auch zeigen, dass die Problem-
stellungen der Spiegelungsgeometrie mancherlei Anregungen fiir die konstruktive Geometrie enthalten.
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2. Die Zusammensetzung von Geradenspiegelungen

Die weitere Diskussion der Gruppe ! wird nun zweckmaissigerweise so durchge-
fiihrt, dass zuerst die Produkte aus zwei Geradenspiegelungen untersucht werden.

Fiir zwei Geraden f und g gibt es im euklidischen Raum drei Méglichkeiten der
gegenseitigen Lage: parallel, inzident mit einem Punkt S oder windschief. Wir wollen
nun das Spiegelungsprodukt 2. X, fiir diese drei Situationen untersuchen. Bei den
ersten beiden Situationen stiitzen wir uns auf eine Darstellung in Grund- und Auf-
riss; die entsprechenden Konstruktionen sind in der Fig. 5 aufgezeichnet. Wir ent-
nehmen daraus sofort die folgenden Sitze.

III a"

S "

f‘l gl

Figur 5

Satz 4: Sind f und g parallele Geraden, dann ist 2.0 X = T eine Translation.
Der Translationsvektor v ist doppelt so lang und gleichgerichtet wie der Abstandsvektor a
zwischen f und g (@ zeigt von f nach g); es ist also v = 2 a. Umgekehrt lisst sich eine
vorgegebene Translation T mit dem Vektor v auf unendlichviele Arten als Produkt von
zwet Geradenspiegelungen schreiben. Die beiden Spiegelungsachsen f und g sind parallel
und es ist a = (1/2) v.

Satz 5: Schuneiden sich f und g vm Punkt S, dann stellt X0 X, = A, eine Drehung
dar. Die Drehachse a ist das gemeinsame Lot auf f und g durch den Punkt S und der
Drehwinkel @ ist doppelt so gross wie der orientierte Winkel @ zwischen f und g (¢ weist
von f nach g); es ist also 9 = 2 . Umgekehrt lisst sich eine vorgegebene Drehung A,
mit der Achse a auf unendlichviele Arten als Produkt aus zwei Geradenspiegelungen
schreiben. Die beiden Spiegelachsen f und g sind Lote auf a, die a 1m gleichen Punkt S
treffen und die mitetnander den Winkel o = (1/2) & einschiiessen.

Sind f und g zwei senkrechte Geraden durch S, dann gilt speziell

Z’fozgzzgozf_—:za wobei a | f, g

Bei der Untersuchung von 2,0 2, im Falle von zwei windschiefen Geraden gehen
wir vom Schrigbild in der Fig. 6 aus. Die Gerade m ist die Minimaltransversale von
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fund g. In den Schnittpunkten von m mit f und g sind die beiden Geraden p | g und
q || f gezeichnet. Es ist dann S0 5, =505, = A

die Drehung um die Achse m mit dem Drehwinkel & = 2 ¢ und
2ol =202 =T

die Translation mit dem Vektor v = 2 a. Das gegebene Spiegelungsprodukt kann
jetzt folgendermassen umgeformt werden:

T =F0X,0Z0 5= (Z08)0 (Z0Z)=A"T
ToX, =30 Z, 08,08, =(Z0Z) e (Z,05)=T o

Unsere Kongruenzabbildung X,° X, kann auch durch Zusammensetzung der
Translation 7" und der Drehung A’ gewonnen werden, wobei diese beiden Bestand-
teile vertauschbar sind. Man beachte, wie 7’ und 4’ mit den beiden Geraden f und g
zusammenhéngen:

Der Vektor von T' geht aus dem Abstandsvektor von f und g hervor, die Achse von A’
ist die Minimaltransversale von f und g und der Drehwinkel ist der zweifache Winkel
zwischen diesen beiden Geraden.

oder

~
~
~
~
W
~
~
/
\g —
-
//0
-
—
—
—
—
-
-
-

Figur 6

Definition: Die Zusammensetzung eimer Drehung wm die Gerade m mat einer
Translation in der Richtung von m heisst eine Schraubung.

Eine Schraubung £ ist gekennzeichnet durch ihre Achse m, ihren Schraubwinkel
und ihren Schiebvektor v.

Satz 6: Sind f und g windschiefe Geraden, so stellt X, X, eine Schraubung dar.
Die Schraubachse liegt auf der Minimallransversalen von f und g, der Schranbwinkel 9
ist doppelt so gross wie der orientierte Winkel zwischen f und g und der Schiebvektor v
ist der zweifache Abstandsvekior zwischen f und g. Umgekehrt kann eine vorgegebene
Schraubung mit der Achse m, dem Winkel O und dem Schiebvektor v auf unendlichviele
Arten als Produkt zweier Geradenspiegelungen geschrieben werden. Die beiden Spiegel-
achsen f und g sind Lote auf m, die mitesnander den Winkel ¢ = (1/2) & einschliessen
und die den Abstandsvekior @ = (1/2) v aufweisen.

In der Schraubung sind wir auf eine wichtige Kongruenzabbildung gestossen.
Die Translationen und die Drehungen kénnen als spezielle Schraubungen aufgefasst
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werden ; die Translationen sind Schraubungen mit # = 0, die Drehungen Schraubun-
gen mit v = 0.

Der nichste Schritt bei unserem Aufbau der Gruppe & ist jetzt die Zusammen-
setzung zweier Schraubungen:

Achse m, Achse m,
0, { Winkel &4, und Q, { Winkel 4,
Vektor v, Vektor v,

Um die Abbildung £, o 2, iibersehen zu konnen, gehen wir von der Fig. 7 aus.
Es sei m ein gemeinsames Lot auf die beiden Achsen m; und m,. Im allgemeinen Falle
gibt es genau eine solche Gerade, nidmlich die Minimaltransversale. Sind jedoch die
Achsen m, und m, parallel, so bestehen unendlichviele Moglichkeiten. Wir stiitzen
uns nun auf den zweiten Teil von Satz 6. Man kann zwei Geraden fund g finden, so dass

Q=202 und ,=2 02,
Damit wird Qofy=20X 0% oX =X02%,

Das Produkt von zwei Geradenspiegelungen ist eine (ev. spezielle) Schraubung.

P2
|
m ]
my
/ !
|
|
| g
|
\ |
| \Zi f
| my
|
|
Figur 7

Durch Zusammensetzen zweier Schraubungen erhdlt man stets wieder eine
Schraubung. Die Menge der Schraubungen enthilt auch die Abbildung I und mit
jedem Element 2 auch £-1; die inverse Abbildung zu einer Schraubung ist ja wie-
derum eine Schraubung. Wir werden damit auf eine Untergruppe von R gefiihrt.

Satz 7: Die Schraubungen bilden eine Untergruppe K+ C K.

3. Gleichsinnige und ungleichsinnige Kongruenzen

Wir wollen nun eine grobe Klassifikation der Kongruenzabbildungen vornehmen
und beweisen den
Satz 8: Ist n = 1 mod 2, dann ist das Produkt

Q=ZX, 0%, 00X,

aus Ebenenspiegelungen stets von der Identitdt I verschieden.
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Ist » = 1 mod 2, so kénnen wir # = 2m + 1 setzen. Es besteht dann die Aquivalenz

O e —— s == f——
Loy © 2o, °2a2,,,°2¢2m+1 I e 2y 02y 00, 2«2,,,“ 2y
oo
2 Qo

Fasst man auf der rechten Seite im Spiegelungsprodukt zu Zweierprodukten
zusammen, so stellt jede Klammer £2; nach Satz 2 und 3 eine Translation oder eine
Drehung, d.h. eine spezielle Schraubung dar. Die Verkniipfung aus endlich vielen
Schraubungen ist nun aber wiedet, eine Schraubung £2’, so dass bei unserer Annahme

die Relation Qiogoeio =0 = Zﬁ

herauskommt. Wir wollen nun die Fixpunkte von £’ und 24 vergleichen ; es wird sich
dabei zeigen, dass eine solche Beziehung niemals moglich ist. £’ wurde als Schraubung
erkannt, so dass fiir diese Abbildung die Fixpunkte wie folgt liegen kénnen:

eigentliche Schraubung; hat keine Fixpunkte

. | eigentliche Drehung; hat eine Gerade aus lauter Fixpunkten
eigentliche Translation; hat keine Fixpunkte
Identitdt; alle Punkte des Raumes sind Fixpunkte

2 ist eine Ebenenspiegelung; ihre Fixpunkte sind genau die Punkte der Ebene §.
Die Annahme, dass unser Spiegelungsprodukt die Identitdt darstellt, fithrt also auf
einen Widerspruch.

Satz 9: Besitzt eine Kongruenzabbildung 2 zwei verschiedeme Darstellungen als
Produkt von Ebenenspiegelungen

Q=2a1°2a2°"'°2an=2ﬁ1°2ﬂ2° ese O Zﬂm

dann ist stets n = m mod 2.
Aus den beiden Darstellungen von £2 schliesst man namlich sofort auf die Beziehung

Ty oZy0oZ, oZy ooy oX, =1

Wire nun #52 m mod 2, so hitte das Produkt auf der linken Seite eine ungerade
Anzahl von Faktoren, was nach Satz 8 nicht mdoglich ist.

Der Satz 9 ermoglicht jetzt eine Klassifikation der Elemente von & nach gerad-
zahligen und ungeradzahligen Produkten von Ebenenspiegelungen.

Definition: Eine Kongruenzabbildung 2 heisst gleichsinnig oder ungleichsinnig,
je nachdem zur Erzeugung von § eine gerade oder ungerade Anzahl von Ebenenspiege-
lungen erforderlich ist®).

Bei einer gleichsinnigen Kongruenz £’ kann man stets die Zerlegung

Q'—_—;Zalozazo...oz =(2a1°2a2)°(2a3°2a4)° ...0(2

%om

*2m—1 ° 2“2 m)

vornehmen. Da jede Klammer eine Schraubung bezeichnet, ist £’ selbst wieder eine
Schraubung. Umgekehrt kann sofort gezeigt werden, dass jede Schraubung gleich-
sinnig ist. Eine Schraubung kann ja immer als Produkt aus zwei Geradenspiegelungen

und mithin als Produkt aus 4 Ebenenspiegelungen geschrieben werden:
Q=202 =X,0250%, 02

§) Die Bezeichnung der beiden Klassen geht auf die Tatsache zuriick, dass die Ebenenspiegelung die
Orientierung eines linear unabhingigen Vektortripels umkehrt.
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Damit hat sich jetzt die Menge der gleichsinnigen Abbildungen als identisch mit der
Menge der Schraubungen herausgestellt. &+ ist die Gruppe der gleichsinnigen
Kongruenzen.

Fiir die Abbildungen der Gruppe &+ ist bei dieser Gelegenheit eine bemerkens-
werte Tatsache zu Tage getreten: Jedes Q€ K+ kann als Produkt aus 4 Ebenen-
spregelungen geschrieben werden. Die Drehungen und die Translationen gestatten auf
Grund der Sitze 2 und 3 sogar eine Reduktion auf Produkte aus 2 Ebenenspiegelungen.
Entsprechend der erforderlichen Mindestzahl an Ebenenspiegelungen bei der Dar-
stellung von 2 zerfillt K+ in die folgenden beiden Klassen:

2spiegelige Abbildungen: Identitdt, Translationen, Drehungen;
4spiegelige Abbildungen: eigentliche Schraubungen.

Es sei jetzt 2 eine ungleichsinnige Kongruenzabbildung, d.h.
.Q: ZaIOZaZO ..'02“21”02:3:9’02/9

wobei 2" als Element von f{ + als Produkt von 4 oder 2 Ebenenspiegelungen darstellbar
ist. Hieraus folgt, dass simtliche Abbildungen au$ & als Produkte von héchstens
5 Ebenenspiegelungen geschrieben werden konnen. Unsere Definition der Kongruenz-
abbildungen ldsst diesen Sachverhalt nicht ohne weiteres erwarten. Jedenfalls wird
jetzt offenbar, dass in K nur einige wenige Abbildungstypen vorkommen.

Fiir die weiteren Untersuchungen benétigen wir noch den

Satz 10: Eine gleichsinnige Kongruenz mit 3 wnichtkollinearen Fixpunkten ist
notwendigerweise die Identitat.

Man schliesst dies sofort aus unserer Klassifikation der Schraubungen auf Grund
der vorhandenen Fixpunkte.

Der Satz 11 fithrt uns zu neuen Einsichten in die Gruppe &; insbesondere ver-
schafft er uns den Zutritt zu den ungleichsinnigen Kongruenzen.

Satz 11: Stimmen die beiden Dreiecke®) ABC und ABC in enisprechenden Sesten
iberein, dann gibt es genau eine gleichsinnige Kongruenz 2 und genau eine ungleich-
sinnige Kongruenz ", die das eine Dreteck in das andere diberfiihren.

%) Dreieck steht hier fiir drei Punkte, die nicht kollinear sind.
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Wir fithren den Beweis in zwei Schritten: wir zeigen zuerst die Existenz von zwei
Abbildungen £ und 2" und anschliessend die Eindeutigkeit.

Es sei « die Mittelnormalebene zu 4 und 4. Die Spiegelung 2, bringt A an die
Stelle A’ = 4, B geht nach B’ und C nach C’. Nun betrachten wir die Mittelnormal-
ebene § von B’ und B;sie geht durch den Punkt A’ = 4, so dass dieser Punkt bei der
Spiegelung X4 fest bleibt. B’ geht bei 25 nach B" = B und C’ kommt nach C". Die

Mittelnormalebene y von C” und C geht durch die beiden Punkte A” und B”, diese
beiden Punkte bleiben bei der Spiegelung 2, an Ort. Andererseits wird hiedurch C”

nach C befordert. Ist schliesslich ¢ die Ebene des Dreiecks 4 BC, so sind jetzt offenbar
Q=202p0F, 0% und Q"=23X 0X502%,

zwei Kongruenzabbildungen mit der geforderten Zuordnung.
Um die Eindeutigkeit nachzuweisen, machen wir etwa die Annahme von zwei
gleichsinnigen Kongruenzen £2; und 2;, welche das Verlangte leisten. £] o £,~1 ist

dann eine gleichsinnige Kongruenz mit den Fixpunkten 4, B und C und dies ist nach
Satz 10 die Identitat. ' A1 ' '
Qo 1=1 «= 0 =0,

In gleicher Weise folgt auch die Eindeutigkeit von £2”. Bei der Annahme von zwei
derartigen Abbildungen folgt wiederum, dass 2] o £/ -1 eine gleichsinnige Kongruenz
mit den Fixpunkten 4, B und C darstellt:

Qo 1=1 <= Q=0
Eine beliebige ungleichsinnige Kongruenz £2 mége das Dreieck A BC an die Stelle

ABC verpflanzen. Aus unserem Beweis von Satz 11 kann entnommen werden, dass Q
immer als Produkt von 3 Ebenenspiegelungen darstellbar ist:

Q=0Q"=3,05,0%,

Wir brauchen deshalb bei der Diskussion der ungleichsinnigen Kongruenzen nicht
bis zu den 5spiegeligen Abbildungen vorzustossen. Die ungleichsinnigen Kongruenz-
abbildungen konmen stets als Produkte von 3 Ebenenspiegelungen geschrieben werden
oder sie lassen sich auf eine reine Ebenenspregelung reduzieren.
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Figur 9

(Fortsetzung im nichsten Heft) M. JEGER, Luzern/Ziirich.



	Der Aufbau der Kongruenzgruppe im Raum durch Spiegelungen

