
Zeitschrift: Elemente der Mathematik

Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft

Band: 22 (1967)

Heft: 2

Artikel: Elementare Bestimmung der gefährlichen Fläche beim räumlichen
Rückwärtsschnitt

Autor: Stachel, H.

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-25354

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich für deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veröffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanälen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation
L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En règle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
qu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use
The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 11.02.2026

ETH-Bibliothek Zürich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch

https://doi.org/10.5169/seals-25354
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en


34 A Kirsch Eine geometrische Charakterisierung der Differenzierbarkeit fur Funktionen

Aus (1), (8), (10) folgt
W»+l r < ln(r) fur ' > an+l >

und aus (5), (7) folgt

f(x, y) < mn+x yx2 + y2, wenn |/%2 -f y2 < a„
somit gilt

/(*. V) < /» (^2 + y2), wenn an+1 < |/%2 + y2 < an (12)

IV Nun setzen wir

10
wenn x y 0

/„ (|/*2 + y2), wenn an+x < f/^Ty2"< an (n 1, 2,

Wegen (7), (8), (9) ist hierdurch eine Funktion k2 mit dem Definitionsbereich

K2 {(x, y) | ]/x2 + y2<ax r2}

gegeben, und K2 ist (nach unserer Annahme uber D) in D enthalten Offenbar ist
k2(x, y) > 0 fur (x, y) * (0, 0), und auf Grund von (12) gilt

f(x, y) < k2(x, y) fur alle (x, y) e K2

Weiter ergibt sich mit (10) sofort die Stetigkeit von k2 und hieraus mit (11) die
Konvexität von unten Schliesslich überzeugt man sich mit Hilfe von (2) und (8)

leicht davon, dass k2 glatt ist, das heisst dass es keine von der #y-Ebene verschiedene
Stutzebene an k2 m (0, 0, 0) gibt Damit ist Satz 2 bewiesen

Arnold Kirsch, Gottingen
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Elementare Bestimmung der gefährlichen Flache beim
räumlichen Rückwärtsschnitt

Als räumlichen Ruckwartsschnitt bezeichnet man die Aufgabe, zu einem
vorgegebenen Dreieck /\ mit den Ecken A, B, C jenen Raumpunkt P zu bestimmen, aus
welchem die Dreiecksseiten unter vorgegebenen Winkeln ot, ß, y erscheinen Der Ort
aller Punkte, aus welchen zwei feste Punkte A, B unter konstantem Winkel y gesehen
werden, besteht m der Ebene nach dem Penphenewmkelsatz aus zwei Kreisen uber
der Sehne AB Rotation dieser Kreise um [AB] ergibt einen Torus als entsprechende
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Ortsfläche im Raum. Das Problem des räumlichen Rückwärtsschnittes führt somit
auf die Bestimmung der gemeinsamen Punkte P dreier Torusflachen.

Es kann dabei der Fall eintreten, dass in einem Lösungspunkt P die Tangentialebenen

an die drei Torusflachen eine Gerade g gemein haben. Dann berühren die
Schnittkurven je zweier Torusflachen die Gerade gm P; also ist P auf g differentiell
verschiebbar. Den Ort solcher verschiebbaren Punkte bezeichnet man als gefährliche
Fläche dieses Problems.

< v

Figur 1

Als erster hat S. Finsterwalder1) mit Hilfe kinematischer Überlegungen und
unter Verwendung unendlich kleiner Grössen erster und zweiter Ordnung gezeigt,
dass der gefährliche Ort ein Drehzylinder ist, der den Umkreis von A als Normalschnitt

enthält. Ein exakter kinematischer Beweis, in welchem jedoch die Kenntnis
von Nullsystemen vorausgesetzt wird, stammt von W. Wunderlich2). In der nun
folgenden Bestimmung werden nur elementare Mittel verwendet:

Angenommen, P sei ein Lösungspunkt des räumlichen Rückwärtsschnittes. Sein
Normalriss auf die als Zeichenebene verwendete Dreiecksebene e sei P'. Durch
Drehung von P um die Dreiecksseiten [AB], [BC], [CA] nach e erhält man die Punkte
P-, Pa, Pb. Dabei treten in e als Abstände PaB PCB, die Längen sb, der
Kanten PB, auf (siehe Figur 1).

Lässt man den Umkreis kc von A, B, Pc um die Seite [AB] rotieren, so erhält man
eine der drei oben genannten Torusflächen durch den Punkt P. Die Flächennormale
an diesen Torus in P ist zugleich die Kreisnormale zum Umkreis von A, B, P. Deren
Schnittpunkt Sc mit der Geraden [AB], zugleich der Spurpunkt in e, bleibt bei der
Drehung der Ebene [ABP] nach e fest, liegt also auf der Normalen nc an den Umkreis
kc in Pc. Ebenso findet man die zwei weiteren Spurpunkte Sa, Sb.

*) Die geometrischen Grundlagen der Photogrammetne, Jahresber. d. Deutschen Mathem.-Vereinigung
VI, 2 (1899).

2) Über den «gefahrlichen» Ruckwartseinschnitt, Jahresber. d. Deutschen Mathem.-Vereinigung
LUI, 2 (1943). In dieser Abhandlung werden auch ausführlich die Richtungen der differentiellen Verschiebungen

in Punkten der gefährlichen Flache behandelt.
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Soll nun P auf der gefährlichen Fläche liegen, so gehen die drei Torustangential-
ebenen in P durch eine Gerade. Die drei Flächennormalen liegen daher in einer Ebene
und ihre Spurpunkte Sa, Sb, Sc liegen auf einer Geraden in e und umgekehrt.

Nach dem Satz von Menelaos sind die auf dem Dreieck ABC gelegenen Punkte
Sa, Sb, Sc dann und nur dann kollinear, wenn die Teilverhältnisse3) die Gleichung
(ABSC) (BCSa) (CASb) 1 erfüllen.

In den Dreiecken APCSC und SCPCB in Figur 1 gilt nach dem Sinussatz:

A Sc: sin^ APCSC A Pt: sin^ A Sc Pc

B Sc: sin<£ BPCSC=B Pc: sin^ B Sc Pc

Bezeichnet man <£ APCSC mit q>, <£ BPCSC mit y — cp und beachtet man, dass

sin<£ ASCPC sin<£ BSCPC, so folgt für den absoluten Betrag des Teilverhältnisses
(ABSC) der Wert

^5<)H# sa sing?

sb$m(y-<p)
(1)

Dabei muss vorausgesetzt werden, dass Sc nicht mit A oder B zusammenfällt.

Wendet man den Satz über Zentriwinkel auf den Kreis kc über der Sehne APC an,
so findet man die Winkelgleichheiten <£ APCSC= <£ P'Pß od, <£BPcSc
<£ P'PCA y — (p. Bezeichnet Tc den Fusspunkt des Lotes aus P' auf die Seite [AB],
so gilt für den Absolutbetrag des Teilverhältnisses (ABTC) analog zu (1)

I (A B Tc) |

Aus (1) und (2) folgt die Beziehung

AT,
BT,

^asm(y- <p)

sb sing?
(2)

c2

Liegt Tc ausserhalb der Strecke AB, so ist entweder <£ ABPC oder <£ BAPC grösser
als 90°. Dann aber muss der Umkreismittelpunkt ausserhalb des Dreiecks ABPC und
somit Sc ausserhalb der Strecke AB liegen, und umgekehrt. Es liegen also Tc und Sc

immer zugleich ausserhalb oder innerhalb der Strecke AB. Daher haben die
Teilverhältnisse (ABSC) und (ABTC) das gleiche Vorzeichen; die Absolutstriche in (3)
können weggelassen werden.

Nach zyklischer Vertauschung von (3) erhält man

(A B Sc) (B C Stt) (C A Sb) [(A B Tc) (B C Ta) (C A T„)]-^ (4)

Eine Deutung dieser Gleichung mit Hilfe des Satzes von Menelaos ergibt: Dann und
nur dann liegen die Spurpunkte Sa, Sb, Sc der Torusnormalen auf einer Geraden, wenn
Ta, Tb, Tc, die Fusspunkte der Lote aus P' auf die Seiten des Dreiecks /\, auf einer
Geraden liegen.

Die Frage, wann nun Ta, Tb, Tc kollinear liegen, beantwortet der Satz von

Wallace4), welcher der Vollständigkeit halber hier abgeleitet wird:

*) Definition: (ABSC) AScfBSc unter Beachtung der Richtungen der Strecken ASC und BSC.
*) Enz. d. Math. Wiss. III AB 10, Nr. 11, Nr. 14. Vgl. auch Fussnote 2.
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Die Punkte P', A, Tb, Tc und P', C, Ta, Tb liegen nach dem Satz von Thales je
auf einem Kreis (siehe Figur 2). Bei allgemeiner Wahl von P' ergeben sich aus dem
Peripheriewinkelsatz folgende gleiche Winkel: £ <£ P'AB <£ P'TbTc, r\

^

Figur 2

<£ P'CB <£ P'TbT^. Also unterscheiden sich £ und rj um <£ TaTbTc. Genau dann,
wenn Ta, Tb, Tc auf einer Geraden liegen, müssen f und rj gleich sein, daher die vier
Punkte A, B, C, P' auf einem Kreis liegen. Also: Dann und nur dann liegen Ta, Tb, Tc

auf einer Geraden, wenn P' auf den Umkreis des Dreiecks A fällt.
In Verbindung mit der Deutung von (4) erhält man das Ergebnis: Die gefährliche

Fläche beim räumlichen Rückwärtsschnitt ist jener Drehzylinder, der die Ebene e nach
dem Umkreis des Dreiecks A schneidet. H. Stachel, Graz

On a Diophantine Equation
A. Schinzel and W. Sierpinski [2]1) have recently showed that all Solutions of

the equation

(„3-l)(y*-l) ((^)2-l)2 (1)

in natural numbers x, y, x < y are of the form x xn, y xn+x, n 0,1, where

Xq =1, xx 3, xn+2 6 xn+x — xn. Equation (1) is a special case of the equation

(*2-i)(y2-i) (*2-i)2 (2)

whose all Solutions are still unknown (cf. [2]-[5]). Moreover, the only known Solution
of (2) which is not a Solution of (1) is x 4, y 31, z 11 ([5]; cf. [2], [3]).

The purpose of this note is to give all Solutions in natural numbers t, x, y of the

equation

{x*_t*)(y*-1?) ((^f-fi)\ (3)

x) Numbers in brackets refer to References, page 38.
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