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Kleine Mitteilungen

Bestimmung einer oberen Schranke für den Inhalt des Parallelrisses
eines regelmässigen Körpers

1. Im dreidimensionalen euklidischen Raum Ez gibt es bekanntlich fünf regelmassige,
konvexe oder PLATONische Korper Ist s eme beliebige Sehstrahlrichtung und n eme zu s

normale Bildebene, so ist der scheinbare Umriss eines solchen PLATONischen Korpers 77

em ebenes konvexes Polygon 77", das im folgenden kurz als der Normalnss von H
bezeichnet werden soll, Psei sein Flächeninhalt. Das PLATONische Polyeder 77habe/?
(untereinander kongruente und regelmassige) Polygone zu Seitenflachen st (i 1, 2, p), die
alle denselben Flächeninhalt / besitzen. Ist et die Tragerebene von st und at der Neigungswinkel

von et gegen die Bildebene n, so hat der Normalnss snt von st einen durch

fl fcosoct (1)

gegebenen Flächeninhalt. Da jeder Sehstrahl s, der mit dem konvexen Polyeder 77 innere
Punkte gemeinsam hat, den Rand 91(77) von 77 m genau zwei Punkten trifft, ist jeder
innere Punkt des Normalrisses 77" von 77 Normalnss von genau zwei Punkten des Randes
91(77) von 77 und es gilt mithin fur den Flächeninhalt F von 77".

2P=J/,. (2)
t i

Ist O der Mittelpunkt des PLATONischen Korpers und Ot der Mittelpunkt seiner Seiten-

flache st, so ordnen wir jeder Seitenfläche st einen zum Vektor OOt proportionalen Vektor
mt zu, dessen Betrag mit dem Inhalt / von st übereinstimmt. Jeder Vektor mt steht somit
auf der Tragerebene et von st normal, die Spitzen der Vektoren mt bestimmen in ihrer
Gesamtheit als von Ö ausgehende Ortsvektoren em zu dem gegebenen PLATONischen

Polyeder 77 «duales» regelmassiges Polyeder.
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Die Bestimmung einer oberen Schranke fur den Flächeninhalt F der Normalprojektion
77" von 77 gründen wir auf die folgenden Bemerkungen

a) Die Normalprojektion jedes Vektors mt auf einen Sehstrahl s hat die Lange ft
b) Das Vektorsystem {mj, t 1, 2, p hat als System der vom Mittelpunkt O eines

regelmassigen Polyeders zu dessen Eckpunkten weisenden Ortsvektoren die Eigenschaft
^P, d h die Quadratsumme ihrer Normalprojektionen auf eine Gerade g des Ez hangt nicht
von der Richtung der Geraden g ab (vgl hiezu [1] und fur das regelmassige Tetraeder auch
[2] und W Janichen [3] und [4])

Smd hx, h2 und hz drei paarweise orthogonale Geraden des Ez und ist Q der auf jeder
dieser Geraden ht bestimmte Wert der Quadratsumme der Normalprojektionen der
Vektoren {mj, so gilt

SQ Zm\ Pf2> also Q=Zf\ tf* (3)
«i * i *

Da die Funktion y x2 nach unten konvex ist, gilt die jENSENsche Ungleichung m
der Form (vgl hiezu [5]) _____

f xt< Vn 1/ f x\ (4)
* l 1/ * l

mit Gleichheit nur lur xx x2 xn Aus den Ungleichungen (2) und (3) folgt nun
fur den Inhalt F des Normalnsses 77" von 77

P
F<L—~i=rf, (5)

wobei Gleichheit nur fur fx /2 fp gilt, d h wenn alle Tragerebenen et der Seiten-
flachen st gegen die Sehstrahlrichtung s gleich geneigt smd Somit erhalten wir

Satz 1 7s/ 77 ein PLATomscher Korper des dreidimensionalen euklidischen Raumes Ez
mit p Seitenflächen vom Flächeninhalt f, so gilt fur den Inhalt F seines Normalnsses 77"

stets die Ungleichung
P

F _ V- /

wobei Gleichheit dann und nur dann gilt, wenn die Tragerebenen der Seitenflächen st von 77

gegen die Sehstrahlrichtung gleich geneigt sind

2 An Satz 1 schhessen wir noch folgende Bemerkungen an
a) Fur em regelmassiges Tetraeder kann Gleichheit nur dann gelten, wenn die

Sehstrahlrichtung zum Gemeinlot emes Paares windschiefer Gegenkanten parallel ist Der
Normalnss 77" von 77 ist dann em Quadrat, dessen Diagonalen von den Normalnssen der
zur Bildebene parallelen Kanten des Tetraeders gebildet werden Es gilt daher stets die
Ungleichung

PTetraeder
___ 2

k2, (6)

wobei k die Lange der Tetraederkante bedeutet
b) Fur einen Würfel, dessen Seitenkante die Lange k hat, gilt m (5) Gleichheit genau

dann, wenn die Sehstrahlrichtung zu einer Raumdiagonale des Wurfeis parallel ist, der
Normalnss des Wurfeis ist dann em regelmassiges Sechseck Es gilt daher stets die
Ungleichung

FWurfel =__ )/3> (7)

c) Fur em regelmassiges Oktaeder, dessen Seitenkanten die Lange k haben, gilt in (5)
Gleichheit dann und nur dann, wenn die Sehstrahlnchtung zu einer Raumdiagonale des
Oktaeders parallel ist Der Normalnss ist dann em Quadrat und es gilt

¦Foktaeder _i_ k* (8)
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d) Bei einem (Pentagon-) Dodekaeder und einem regelmassigen Ikosaeder kann m
Ungleichung (5) die obere Schranke nicht angenommen werden, da es keine Sehstrahlrichtung

gibt, die zu allen Seitenflächen gleich geneigt ist
e) Der Fall des Schragnsses kann auf den Normalnss zurückgeführt werden, ist

namhch fur eme Sehstrahlrichtung 5 der Inhalt F des Normalnsses 77" eines konvexen
Polyeders 77, so gilt fur den Inhalt F* des Schragnsses 77* von 77

F* cos (—-_-) * <9>

wobei v den Neigungswinkel der Sehstrahlrichtung gegen die Bildebene des Schragnsses
bedeutet Somit gilt

Satz 2 75/ 77 ein PhATONischer Korper mit p Seitenflächen, die den Inhalt f besitzen,
so gilt fur den Inhalt F seines Schragnsses stets

F* <£ —*l (10)
2 J/3 smv

wobei v den Neigungswinkel der Sehstrahlen gegen die Bildebene bezeichnet Gleichheit gilt
genau dann, wenn alle Seitenflächen des PLATomschen Korpers zu den Sehstrahlen gleich
geneigt sind

i) Das hier durchgeführte Verfahren kann zwanglos auf den w-dimensionalen euklidischen

Raum En übertragen werden, um fur die regelmassigen Polytope des En den Inhalt
ihrer Parallelnsse auf einen (n — 1)-dimensionalen linearen Unterraum nach oben
abzuschätzen Dies soll jedoch - ebenso wie die entsprechende Abschätzung nach unten -
einer weiteren Note vorbehalten bleiben Hans Vogler, Wien
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Einfacher Beweis und Verallgemeinerung einer Dreiecksungleichung

Einleitung Es sei P em beliebiger Punkt im Innern oder auf dem Rande eines Dreiecks
AXA2AZ Wir bezeichnen mit Rt (1 1, 2, 3) den Abstand PAt, mit rt den Abstand der
Seiten At+xAt+2 von P, mit ht (1 1, 2, 3) die Hohen und mit r den Radius des Inkreises
Bekannt smd die drei folgenden Ungleichungen

Rx + R2 + Rz _ 2 (rx +r2 + rz) (1)

Rx + R2 + Rz _ 6 r (2)

hx + h2 + hz _ 9 r (3)

(1) ist die berühmte ERDOs-MoRDELLSche Ungleichung [1], (2) stammt von M Schreiber
[2], (3) findet man bei Leuenberger [3] Wir untersuchen die Zusammenhange zwischen
den Ungleichungen (1) und (3) und die Verallgemeinerungen dieser Ungleichungen im
w-dimensionalen Raum En

Satz I Die Ungleichung (2) folgt aus (1) und (3) auf elementare Weise
Beweis Bedeutet A(xt) das arithmetische Mittel der Grossen xt (xt > 0, 1 1, 2, 3),

so gut
3 r ^ A(ht) £ A(Rt + rt) A(Rt) + A(rt) g A(Rt) + 0,5 A(R() - 1,5 A(R{)
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Nun betrachten wir die Verallgemeinerungen fur den «-dimensionalen Raum En'
Es bedeute jetzt Rt (i — 0, 1, 2, n) den Abstand P_4_, wo P em beliebiger Punkt

im Innern oder auf dem Rande des «-dimensionalen Simplex AQAXA2 An ist, r und ht
haben dieselbe Bedeutung wie m der Einleitung (Inkugelradius und Hohen), V ist der
Inhalt des Simplex.

Bekannt ist die Verallgemeinerung von (3) auf En [4]. Jetzt beweisen wir
Satz II. Es gilt folgende Verallgemeinerung von (2) auf den En

R0+ Rx+ R2+ ...+ Rn^(n+ l)nr (2*)

Beweis. Die Ungleichung von Petty und Waterman lautet [5]

n
2JRz ^(n+ 1)("-!)/2" (n ')!/" Wn ]/n (I)

t o

Andererseits findet man bei L. Fejes Töth auch eme Simplexungleichung [6]

(w + l)(n + l)/2
V > ^ ^ \ «n/2 rn (II)n'

Wenden wir die Substitution von (II) m der Ungleichung (1) an, so ergibt sich

n

^W--^ri--:»r.
Für n 3 lautet die Ungleichung

R0+ Rx+ R2+ Rz^12r.
Bemerkungen. Die vollständige Verallgemeinerung von (1) fur n 3 ist noch nicht

bekannt. Vielleicht geben eme Arbeit von J. Steinig [6] und diese Arbeit gewisse
Stutzpunkte in dieser Richtung.

Der Verfasser dankt Herrn J. Steinig fur nützliche Bemerkungen
J. Berkes, Szeged
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Aufgaben

Aufgabe 537. Em gegebener Kreis K wird von zwei zueinander orthogonalen Kreisen
Kx, Kz, die durch einen festen Punkt F seiner Ebene gehen, berührt. Welches ist der
geometrische Ort der Ähnhchkeitszentren von Kx und K2

C. Bindschedler, Kusnacht

Lösung des Aufgabenstellers: Durch eine Inversion mit Zentrum F, die K m sich
überfuhrt, gehen Kx und K2 in zwei zueinander senkrechte Tangenten K'x, K2 uber. Dem
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