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Korper, in denen -1 nicht Quadratelement ist

1. In angeordneten Kérpern 4 = (M, +, -, <) fithrt man den Quadratwurzelterm
Vx und damit die Quadratwurzelfunktion x - }/x bekanntlich gemiss

l/x = p; dasjenige v, fiir das y* = x und v > 0 (1)

ein. Dieser Term ist auf der Menge Q aller Quadratelemente von A definiert, und es

gilt die Formel — -
Vayb=yabtiraleabeQ. (2)

Bei der Definition (1) wie bei der Ableitung von (2) wird von den Anordnungsergen-
schaften von < Gebrauch gemacht, die wir kurz in Erinnerung bringen:
Firallea, b, ce M:

(A,) Entweder a < b oder a = b oder b < a,
A,) Wenna <bund b <c¢,s0a<c,
A;) Wenna < b,soat+c<b+c,

A,) Wenn a < bund 0 < ¢, so ac < bc .

Die Rolle, die die Anordnung in (1) spielt, besteht offensichtlich darin, dass durch
die Bedingung y > 0 von den beiden fiir x € Q und x # O existierenden Lésungen von
92 = x genau eine ausgesondert wird. Mit y ist ja stets auch — y eine Lésung. Ist
x #+ 0, so ist auch y + 0, also nach (4,) entweder y > 0 oder y < 0. Nach (4y) ist
im ersten Falle — y < 0, im zweiten — y > 0.

Bei der Ableitung von (2) greifen wir zundchst auf (1) zuriick. Es sei

(
(
(

V;r—c, alsoc2=aundc¢c >0, ‘/;zd, alsod?2=5bund d >0.

Dann ist ab = c242 = (cd)%. Gemiss (4,) folgt nun aber aus ¢ > 0 und 4 > 0, dass

¢d > 0. Wir konnen deshalb geméss (1) von der letzten Gleichung zu}/a }/b = cd = |/ab
iibergehen.



98 H.-G. SteINER: Korper, in denen — 1 nicht Quadratelement ist

2. Bekanntlich lassen sich nicht alle Kérper anordnen. Ein notwendiges Kriterium
fiir die Existenz einer den Axiomen (4,) bis (4,) geniigenden Relation < in einem
(hier stets kommutativ vorausgesetzten) Korper K = (M, +, - ) lautet: — 1 ist nicht
Quadratelement in K. Existiert nimlich eine Anordnung <, so sind in bezug auf <
alle von 0 verschiedenen Quadratelemente von K positiv, wihrend nicht zugleich a
als auch — a positiv sein kénnen. Der Korper der komplexen Zahlen zum Beispiel
lasst sich demgemaéss nicht anordnen.

Unabhingig davon lassen sich alle Kérper mit von 0 verschiedener Charakteristik,
also insbesondere die endlichen Koérper, nicht anordnen. Die Charakteristik y(K)
eines Korpers K = (M, +, - ) ist ja gleichbedeutend mit der Ordnung des Elements 1
in der Gruppe (M, +) von K, d.h. gleich der kleinsten natiirlichen Zahl m derart,
dass hinsichtlich der Vielfachenbildung | ,,in (M, +) gilt

mlpwl=14+1++1=0, (3)

m — mal

wobei vorausgesetzt ist, dass (3) tiberhaupt fiir natiirliche Zahlen erfiillbar ist.
m ist dann stets eine Primzahl. Ist (3) fiir natiirliche Zahlen nicht erfiillbar, so hat per
definitionem das Element 1 die Ordnung 0 und K die Charakteristik 0. Fiir eine
Anordnung < in einem Korper K mit y(K) == p miisste nun wegen 1 > 0 gemiss (4,)
und (4,) gelten p | (,y1 > 0, also nach (3): 0 > 0, was (4,) widerspricht.

Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Existenz einer Anordnung
in K lautet: — 1 ist nicht als Quadratsumme in K darstellbar?!). Offensichtlich gleich-
bedeutend dazu ist: O ist nicht Summe von Quadratelementen, deren Basen von 0
verschieden sind. Koérper mit dieser Eigenschaft nennt man formal-reell. Man sieht
unmittelbar, wie die beiden vorangehend erérterten Fille sich hier einordnen.

3. Es liegt nahe, nach den Moglichkeiten zur Einfiihrung eines Quadratwurzel-
terms in beliebigen, also vor allem in nicht anordnungsfihigen Korpern zu fragen und
dabei insbesondere die Giiltigkeit der Formel (2) zu diskutieren2). Wie wir schon sahen,
wird die Anordnung bei der Definition (1) dazu verwendet, mit y > 0 eine die
beiden Losungen von y2 = x mit x € Q und «x + O frennende Bedingung B(y) zu ge-
winnen. Wir wollen y > 0 eine stark trennende und y > 0 eine schwach trennende
Bedingung nennen. Von einer stark trennenden Bedingung (*(y) in einem Korper
K = (M, +, - ) wollen wir allgemein verlangen, dass fiir alle y € M gilt:

(T) Entweder 8*(y) oder y = 0 oder f*(— y) .

B(y) <= p; B*(y) oder y = 0

jeder stark trennenden Bedingung f*(y) zugeordnete Bedingung f(y) nennen wir
allgemein schwach trennend.
Mit jeder schwach trennenden Bedingung f in K ldsst sich in K ein (1) entspre-

chender Quadratwurzelterm }/x folgendermassen einfiihren:
(B)

Die gemiss

‘{Ez py dasjenige y, fiir das y2 = x und f(y) . (4)
(8)

1) Siehe [4] im Literaturverzeichnis,
?) Siehe [3].
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In den Primkérpern K, der Charakteristik p + 2 mit den Elementen 0,1, ...,p — 1
koénnen wir etwa (unter Verwendung der natiirlichen Ordnung dieser Elemente)
wihlen?):

1
By) <=~ py< L+ (5)
Im Korper der komplexen Zahlen C kénnen wir zum Beispiel nehmen?),
Bly) <= p;0<<argy < modery=0. (6)

Eine von y > 0 im (angeordneten) Korper P der rationalen Zahlen verschiedene
Bedingung ist3):

B(y) == p;esgibt ne Zund k,m e N,sodass y = (—2)" - 5——. (7)

In (7) wird davon Gebrauch gemacht, dass jede positive rationale Zahl als Produkt
aus einer Zweierpotenz mit ganzer Hochzahl (#» € Z) und einem gekiirzten Bruch mit
ungeradem positivem Zihler und Nenner dargestellt werden kann.

Offensichtlich existiert eine trennende Bedingung in K genau dann, wenn y(K) =+ 2.
Genau unter dieser Voraussetzung ist ndmlich firalley + 0: (14 1)y =y + y =+ 0,
also y = — y. Zur «Existenz» sei bemerkt, dass wir fiir unsere Bedingungen keinen
bestimmten sprachlichen Aufbau verlangen; insbesondere lassen wir die Mengenlehre
als Darstellungsmittel zu. Nach dem Auswahlaxiom?) existiert zur Menge aller
Mengen {y, — ¥} mit y € M eine Teilmenge 7 von M, die aus jeder der Mengen
{y, — v} genau ein Element enthalt. Ist y(K) + 2, so erschliessen wir die Existenz,
indem wir setzen:

py) «=yeT.

Ist y(K) = 2, so sind die {y, — ¥} Einermengen. In diesem Falle brauchen wir also
zur Definition eines Quadratwurzelterms keine zusitzliche Bedingung. Es gibt hier
genau eine Quadratwurzelfunktion, fiir die dann auch (2) erfiillt ist.

4. Wir interessieren uns jetzt allgemein fiir die Giiltigkeit der Formel (2). Die
mittels (6) und im allgemeinen auch die mittels (5) eingefiihrten Quadratwurzeln
besitzen die in (2) angegebene Eigenschaft nicht. Bei den entsprechenden g ist in K,

V4 y2=23=6+)i2-)1-1,
B B (8) 8

im Korper C der komplexen Zahlen ist

V=1 f—1=ii=—1+)(=1) (-1 =)1=1.
(8) (8) (B) (h)

Die obige Ableitung von (2) in angeordneten Koérpern mit y > 0 als f(y) gibt uns

unmittelbar eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, dass die auf eine

trennende Bedingung # gegriindete Quadratwurzel die Eigenschaft (2) hat: $* und

damit auch 8 miissen multiplikativ sein, d.h. es muss gelten:

(M) Wenn B*(y) und B*(2), so g*(y - 2) .

3) Siehe [2].
4) Siehe [4].
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Ist nun in einem Korper K eine schwache (M) (T)-Bedingung f gegeben, so fallen
offensichtlich alle Quadratelemente von K darunter: Zunichst gilt ja £(0). Falls
y =+ 0, so gilt f(y) oder f(— y) gemiss (7). Nach (M) ergibt sich daraus in jedem Falle
By

Dies fiihrt in endlichen Kérpern K mit y(K) + 2 zu folgender Uberlegung: Hat K
die Ordnung (Elementezahl) #, so gibt es in K genau (»# + 1)/2 verschiedene Mengen
{¥, — v}, also ebenso viele Quadratelemente. Genau (» + 1)/2 Elemente miissen aber
jeweils einer gegebenen trennenden Bedingung geniigen. Nun ist y € Q multiplikativ.
Man hat also auf der Suche nach (M) (7)-Bedingungen in K nur noch zu priifen, ob
y € Q auch trennend ist. Das ist zum Beispiel fiir K, der Fall, wo Q = {0, 1, 2, 4}.

Mit y € Q als f(y) wire jetzt /2 = 4, so dass der obige Verstoss gegen (2) nicht auf-
(8
treten kann. In K; ist y € Q mit Q = {0, 1, 4} jedoch nicht trennend; denn wegen

4 = — 1 gilt hier §(1) und f(— 1). In K; gibt es also keine (M) (T)-Bedingung.

Dass — 1 wie in K, Quadratelement ist, wird fiir endliche Korper unmittelbar
nicht nur als hinreichend, sondern auch als notwendig fiir die Nichtexistenz einer
(M)(T)-Bedingung erkannt. Existiert nidmlich keine (M)(7)-Bedingung, so ist
v € Q nicht trennend, also gibt es ¥y + 0 mit ye Q und — y € Q, etwa y = a?® und
—4 = b2 Dann ist aber . )

1= - ‘i_:_(‘?_)“
—y b2 b
Quadratelement in K. Zugleich zeigt diese Uberlegung, dass in beliebigen Kérpern K
gleichbedeutend zu «— 1 ist Quadratelement in K» gesagt werden kann: «0O ist als
Summe zweier Quadrate in K darstellbar».

Fir die Primkérper K, bedeutet das, dass p — 1 Quadratzahl ist, was bekannt-
lich genau dann zutrifft, wenn p eine Primzahl der Gestalt 4 #» + 1 ist. Diese Zahlen
sind aber zugleich auch die Primzahlen, die Summe zweier Quadratzahlen sind.
Positiv ausgedriickt: In K, gibt es genau dann eine (M) (T)-Bedingung (ndmlich
y€Q), wenn p =4 n — 1. Primzahlen beider Arten gibt es bekanntlich unendlich
viele3). Dasselbe gilt fiir alle endlichen K mit y(K) = P.

Interessant ist, dass es im Korper der rationalen Zahlen P auch (M)(7)-Bedin-
gungen gibt, die von y > 0 verschieden sind. Man bestétigt leicht, dass (7) multiplika-
tiv und trennend ist. Im Korper der reellen Zahlen R kann es solche von y > 0 ver-
schiedenen Bedingungen nicht geben, da hier genau alle nicht negativen Zahlen
Quadratzahlen sind, also y € Q schon trennend ist. Hier ist also y > 0 die einzige
(M) (T)-Bedingung.

5. Die Eigenschaft, dass — 1 nicht Quadratelement (oder O nicht Summe zweier
Quadratelemente) in K ist, ist selbstverstdandlich in beliebigen K notwendig fiir die
Existenz einer (M) (T)-Bedingung, so dass demgemaiss zum Beispiel auch im Kérper C
keine solche Bedingung existiert. Wir wollen jetzt zeigen, dass diese Eigenschaft fiir
alle Kérper auch hinreichend ist.

Dazu betrachten wir zunéichst die multiplikative Gruppe K* = (M — {0}, - ) in K
und machen uns klar, dass die Elemente, die einer starken (M) (T)-Bedingung f* in K
geniigen, eine Untergruppe B* von K* vom Index 2 bilden. Genauer beweisen wir:

5) Siehe [1].
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Satz 7: Im Korper K = (M, +, -) gibt es genau dann eine starke (M) (7)-Bedin-
gung (*, wenn es eine Untergruppe B* von K* = (M — {0}, -) vom Index 2 gibt,
die — 1 nicht enthilt. Gemiss f*(y) <= y € B* besteht zwischen den f* und den B*
eine eineindeutige Zuordnung.

Beweis: a) Ist §* eine starke (M) (T)-Bedingung in K, so gilt *(1), also nicht
p*(— 1). Falls B*(y), so nicht p*(— 1/y), weil sonst f*(— 1); also gilt wegen (7T
f*(1/y). Unter Beachtung von (M) bedeutet das, dass die unter §* fallenden Elemente
eine Untergruppe B* von K* bilden, die — 1 nicht enthidlt. Gilt nun y € K* und
y ¢ B*, so folgt — y € B*, und wir haben y = (—1) (— ). Das besagt aber, dass y zur
Nebenklasse von — 1 gehért. B* ist also vom Index 2 in K.

b) Ist B* eine Untergruppe von K* vom Index 2, die — 1 nicht enthilt, so ist
y € B* multiplikativ. Ferner ist y € B* stark trennend; ist y % 0, so trifft entweder
y € B*oder y = (— 1) b mit b € B* zu. Letzteres ist gleichbedeutend mit — y = be B*.

Wir kommen damit zum Beweis unseres Hauptresultates:

Satz 2: In einem Koérper K existiert eine (M)(7)-Bedingung genau dann, wenn
— 1 nicht Quadratelement in K ist.

Beweis: Es bleibt nach dem Vorangehenden noch zu zeigen, dass aus «— 1 ist nicht
Quadratelement in K» die Existenz einer (M) (7)-Bedingung in K oder gleichwertig
nach Satz 1 die Existenz einer Untergruppe B* von K* vom Index 2 mit —1 ¢ B*
folgt. Um eine solche Gruppe B* anzugeben, gehen wir davon aus, dass die Menge
aller von 0 verschiedenen Quadratelemente in K eine Untergruppe Q* von K* bildet,
die jedenfalls in dem gesuchten B* enthalten ist. Es kommt offensichtlich darauf an,
eine maximale Untergruppe von K* zu bestimmen, die Q* umfasst und — 1 nicht
enthilt. Dies gelingt durch Betrachtung der Quotientengruppe V = K*/Q*. Die
Abbildung f: x > [x], die jedem Element x € K* die zugehorige Restklasse [x] in V
zuordnet, ist ein Homomorphismus mit f(Q*) = [1] (siehe Figur 1). Demgemaiss ist

fir alle [x] e V:
[#] - [#] = [x%] = [1] .

I a* 7] ¢ K

Figur 1

Das heisst: Jedes vom neutralen Element [1] verschiedene Element von V ist von der
Ordnung 2. Die Gruppe V ist also in natiirlicher Weise ein Vektorraum iiber dem
Primkérper K,. Nach einem allgemeinen Satz besitzt jeder Vektorraum eine Basis®).
B = {¢,;} ;1 sei eine Basis von ¥V mit 0 € I und ¢, = [— 1]. Eine maximale Untergruppe

) Siehe [5].
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U von V erhalten wir jetzt dadurch, dass wir den von B — {¢,} aufgespannten Unter-
raum betrachten. Dieser enthilt [— 1] nicht und ist vom Index 2 in V. Ist niamlich
y ¢ U, so ist (unter Verwendung der additiven Schreibweise):

y=130+1131+...=180+u

mit 4 € U. Die Gruppe f~1(U) ist dann — wie man sofort sieht — eine Untergruppe von
K* vom Index 2, die — 1 nicht enthilt.

6. Ist K ein nichtkommutativer Schiefkirper, so existiert eine (M) (T)-Bedingung
fiir K genau dann, wenn — 1 nicht zu der von den von 0 verschiedenen Quadraten
erzeugten Untergruppe Q* von K gehort. Wegen ax2a!= (axaY) (axal) =
(@ x a~1)? ist O* Normalteiler in K. Wir kénnen also genau so schliessen wie oben. In
nichtkommutativen Schiefkérpern ist mit der Trennung von y und — y allerdings im
allgemeinen noch nicht die Isolierung einer der Losungen der Gleichung y% = x
erreichbar, da diese Gleichung dort sogar unendlich viele Losungen haben kann, wie
zum Beispiel y? = — 4 im Schiefkérper der Quaternionen iiber den reellen Zahlen.

7. Abschliessend weisen wir noch auf die von A. KirscH entdeckte eigentiimliche
Rolle hin, die die Ko6rper, in denen — 1 nicht Quadratelement ist, bei der Beurteilung
der Unabhingigkeit des obigen Axioms (A4,) von den Axiomen (4,), (43) und (4,) bei
fest vorgegebenen Korpern K spielen’). Die Frage nach der Existenz einer den
Axiomen (4,), (4;) und (4,) geniigenden Relation g in K ist offensichtlich gleich-
bedeutend mit der Frage nach der Existenz einer (M) (7)-Bedingung § in K, wobei

wir setzen:
apb<= B (b—a).

Eine solche Relation g erfiillt nun auch das Axiom (4,), d. h. ist eine Ordnungsrelation
in K, genau dann, wenn die Menge B der §-Elemente additiv abgeschlossen ist. Das
ist fiir die Bedingung (7) in P nicht der Fall, so dass hier (4,) unabhingig ist von
(4,), (44) und (4,). In R gibt es jedoch nur eine einzige (M) (7)-Bedingung f. Die
Menge der f-Elemente ist zudem additiv abgeschlossen. In R ist (4,) also abhdngig
von den iibrigen Anordnungsaxiomen.

In nicht anordnenbaren Korpern K, also insbesondere in endlichen Kérpern,
sind nicht alle vier Axiome zugleich erfiillbar. Das Axiom (4,) ist also fiir ein end-
liches K genau dann abhingig, wenn auch (4,), (4,) und (4,) nicht erfiillbar sind,
und es ist unabhédngig genau dann, wenn die (4,), (44) und (4,) erfiillbar sind, wenn

also — 1 nicht Quadratelement in K ist. H.-G. STEINER, Miinster/Westf,
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