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62 H. ZertLer: Uber Netze aus reguliren Polygonen in der hyperbolischen Geometrie

Nachdem die vorliegende Arbeit geschrieben war, teilte mir Herr Prof. F. KARTESzZI
mit, dass sein Assistent J. HorvATH die Gleichung (8) auf dhnlichem Wege entwickelt
hat [3]. H. Ze1rTLER, Weiden/Deutschland
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Zur Induktion im Kontinuum

Unter Kontinuum verstehen wir eine dicht geordnete Menge A ohne erstes und
letztes Glied. Das Prinzip der Induktion im Kontinuum kann man so formulieren
(siehe [2]):

Es sei S eine Eigenschaft. Folgende Voraussetzungen seien erfiillt:

(i) Es existiert ein solches a € 4, dass jedes A € 4, A < « die Eigenschaft S hat.
(ii)) Wenn alleAe 4, A < g (B € 4) die Eigenschaft S haben, dann existiert ein solches
yed, f <y, dass jedes A€ 4, A < y die Eigenschaft S hat.

Behauptung: Alle Elemente des Kontinuums 4 haben die Eigenschaft S.

In der Arbeit [2] ist bewiesen, dass das Prinzip der Induktion im Kontinuum das-
selbe bedeutet wie das Dedekindsche Axiom iiber die Nichtexistenz von Liicken im
Kontinuum. In den Arbeiten [1] und [2] gebraucht man das Prinzip der Induktion im
Kontinuum zum Beweis einiger grundlegender Sitze der Analysis. In diesem Artikel
geben wir mit Hilfe des Prinzips der Induktion in (— oo, 4+ o0) einen neuen Beweis
des folgenden grundlegenden Satzes der Analysis, der von E. HEINE stammt.

Satz. Es sei f eine auf dem endlichen, abgeschlossenen Intervall <a, b) stetige
reelle Funktion. Dann ist f gleichmaissig stetig auf <a, b).

Bewess. f erfiille die Voraussetzungen des Satzes. Wir setzen noch f(x) = f(a) fiir
% < a und f(x) = f(b) fiir x > b. Dann ist f fir alle x € (— oo, + o0) definiert und
stetig im ganzen Intervall (— oo, + o0).

Es sei ¢ > 0. Wir sagen, dass die Zahl 1 € (— oo, + o0) die Eigenschaft S(e) hat,
wenn zwei reelle Zahlen § = d(e, 1) > 0, 5 = n(e, 4) > 0 existieren, so dass fiir jedes
Zahlenpaar «', " € (— 00, A + n), fir das | " — x" | < d gilt, | f(«") — f(x") | < e ist.
Wir zeigen dann mit Hilfe des Prinzips der Induktion in (— oo, + 00), dass alle reellen
Zahlen die Eigenschaft S(e) haben.

Es sei also ¢ eine beliebige positive reelle Zahl und S(e) habe die obige Bedeutung.
Wenn a < a ist, dann hat offenbar jede Zahl 4 << « die Eigenschaft S(e), also ist fiir
S = S(e) die Voraussetzung (i) des Prinzips der Induktion erfiillt. :

Wir zeigen jetzt, dass auch die Voraussetzung (ii) fiir S = S(e) erfiillt ist. Es sei
p € (— oo, + o0), und es habe jedes A < B die Eigenschaft S(¢). Wenn f < a ist,
setzen wir y = a, fiir § > b setzen wir y = § + 1, dann ist die Voraussetzung (ii)
sichtlich erfiillt. Es sei endlich a < < b. Wir beschrinken uns auf den Fall
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a < B < b(wennf = aoder f = bist, kann man den Beweis dhnlich fithren). Aus der
Stetigkeit von fin 8 folgt die Existenz einer Zahl v > 0, so dass

0<7r<min(f—a,b—f) und |f(x') — f(x") | <e fir x,2"€(B—1,8+ 7).

Wihlen wir 4, so, dass # — v < 4y << B. Nach Voraussetzung hat die Zahl 4, die
Eigenschaft S(e), also existieren positive Zahlen d = d(e, 4,), 1 = 5(e, 4y), so dass
| f(x") — f(x") | < e ist fir ', 2" € (— 00,49+ n) und |2 — x”" | < §. Setzen wir
y=min (4g— (§—1),0,7) > 0. Es sei x,x"€(—o00,+6,), |2 —x"|<é,.
Dann ist mit Riicksicht auf die Wahl der Zahl §, entweder x’, x” € (— oo, 4,> oder
%', 2" € (B — 1, + 7) und in beiden Fillen ist nach dem Vorhergehenden | f(x’) —
f(x") | < e. Setzen wir y = + 6, > B. Aus dem Vorigen folgt, dass jedes A < y die
Eigenschaft S(e) hat (fiir ein A mit 8 << A < B + 9, geniigt es, d(¢, 1) = 6, n(e, A) =
B + 6, — A zu setzen).
Nach dem Prinzip der Induktion hat jede reelle Zahl die Eigenschaft S(e). Speziell
also hat die Zahl b die Eigenschaft S(e) (fiir jedes ¢ > 0), und daraus folgt schon un-

mittelbar die gleichmissige Stetigkeit von f. T1BOR SALAT, Bratislava
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Kleine Mitteilungen
Zur Hyperbel des Menaichmos

Dem MEeNaIcHMOS (ca. 350 v.Chr.) werden bekanntlich zwei Losungen des « Delischen
Problems» der Wiirfelverdoppelung zugeschrieben. Bei der einen soll er neben einer
Parabel eine gleichseitige Hyperbel als geometrischen Ort verwendet haben auf Grund
ihrer Asymptoteneigenschaft

xy = ab . : (1)

Seine Losung, die allerdings nur in einer spaten Fassung von EuTtoxios (5./6. Jh. n.Chr.)
iiberliefert ist, wird in deutscher Ubersetzung mitgeteilt bei E. HopPE [4] und im Original-
text des EuTokios mit etwas havarierter Ubersetzung bei C. A. BRETSCHNEIDER [1].
MenNaIcHMOS soll auch gezeigt haben, dass die von ihm beniitzten Kurven als ebene
Schnitte an Rotationskegeln auftreten, was allerdings von J. TROPFKE [5] ziemlich
kategorisch bezweifelt wird. Fiir die Parabel wire ein solcher Identitdtsnachweis zwar sehr
einfach, fiir die gleichseitige Hyperbel nur dann, wenn der Schnitt parallel zur Achse eines
rechtwinkligen Kegels gefiihrt wird (siehe K. FLADT [2]). Nach der (nicht unangefochtenen)
Uberlieferung hitten aber die Mathematiker vor ARCHIMEDES die Schnitte am Drehkegel
stets senkrecht zu einer Mantellinie angenommen und deshalb fiir die Hyperbel einen
stumpfwinkligen Kegel gebraucht (siche BRETSCHNEIDER [1], S. 156). ZEUTHEN [7] be-
riicksichtigt diesen Umstand fiir seine Rekonstruktion eines fiir MENAICHMOS moglichen
Beweises in seinem klassischen Buch.
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