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Uber Netze aus reguliren Polygonen in der hyperbolischen
Geometrie

I. Ziel der Arbeit. Wir untersuchen regulire N-Ecke mit den Winkeln 2 zz/m an
den Ecken (dabei ist m eine natiirliche Zahl).

Weil in der euklidischen Geometrie die Winkelsumme im N-Eck gleich (N — 2) =
ist, muss gelten:

NZ% _(N-2)n oder Nm—2N—2m=0. (1)

Diese Gleichung ist erfilllt fur N=3, m =6, N=4, m=4; N =6, m = 3. Von
einem dieser drei reguldren Polygone ausgehend, ldsst sich durch Anlegen kongruenter
Polygone, wie die Figuren 1, 2 und 3 zeigen, die ganze euklidische Ebene netzartig
ausfiillen. Das Ausgangspolygon wird dabei von konzentrischen Giirteln umgeben.
Bezeichnen wir die Fliche dieser Giirtel mit F; (¢ = 1), so gilt in den drei Fillen:

y F. ; F,
lim —&#1 =1, lim i =0. 2a,b
1—>00 Fi i—)OOF1+F2+"'+Fi ( )
Figur 1 Figur 2
Dreiecksgitter in der euklidischen Ebene. Vierecksgitter in der euklidischen Ebene.

Figur 3
Sechsecksgitter in der euklidischen Ebene.
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F. KArtEszI [1]1) hat einen der Grenzwerte (2) fiir Gitter aus kongruenten Drei-
ecken im Bereich der hyperbolischen Geometrie untersucht. In der vorliegenden
Arbeit betrachten wir Gitter der hyperbolischen Ebene, die durch fortgesetztes An-
lagern kongruenter N-Ecke entstehen. Dabei soll zundchst N > 3 sein. Weil die
Winkelsumme im hyperbolischen N-Eck kleiner als (N — 2) s ist, miissen wir jetzt
voraussetzen:

NZI% < (N—2)n oder Nm—2N—2m>0. 3)

In jedem solchen Gitter ist das Ausgangspolygon von konzentrischen Giirteln um-
geben. Wir ermitteln fiir die Giirtelflichen F, wieder die Grenzwerte (2). Daneben
ergeben sich noch dhnliche Grenzwerte fiir die Gesamtflichen innerhalb gewisser
Begrenzungspolygone. Schliesslich betrachten wir noch entartete, asymptotische
Gitter in der hyperbolischen Ebene.

I1. Aufstellung einer Differenzengleichung. 7. Die konzentrischen Giirtel.

Wir bezeichnen das Ausgangspolygon mit £, und allgemein die Begrenzungs-
polygone des ¢-ten Giirtels mit %, , und &,. Der i-te Giirtel besteht aus allen zu &,
kongruenten Fundamentalpolygonen, die mit %;_, entweder eine ganze Seite oder aber
wenigstens einen Eckpunkt gemeinsam haben. Alle Seiten dieser Fundamentalpoly-
gone, die mit ,_, in keinem einzigen Punkt {ibereinstimmen, bilden das Begrenzungs-
polygon k;. Damit ist der Begriff des Giirtels definiert.

Die Fundamentalpolygone des ¢-ten Giirtels konnen nur zwei verschiedene Lagen
besitzen. Die P-Polygone haben mit %, , eine Seite, die Q-Polygone aber nur einen
Eckpunkt gemeinsam (Figur 4).

Figur 4
Gitter in der hyperbolischen Ebene (N = 5, m = 5).

2. A-Punkte und B-Punkte.

Es gibt auf den Begrenzungspolygonen nur zwei Arten von Eckpunkten. Von den
A-Punkten geht genau eine Seite eines Fundamentalpolygons durch einen Giirtel
hindurch zum Begrenzungspolygon mit dem nichst niedrigeren Index. Bei B-Punkten
jedoch gibt es eine solche Verbindungsstrecke nicht. 'B-Punkte existieren nur fiir
N > 3. In den A-Punkten bildet das dazugehorige Begrenzungspolygon den Winkel
2 (2 t/m), in den B-Punkten dagegen den Winkel 2 7/m (Figur 4).

1) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf die Literatur, S. 62.
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Wir bezeichnen die Anzahl der 4-Punkte auf %, mit x;, die der B-Punkte mit y;
und die Anzahl der Fundamentalpolygone im ¢-ten Giirtel mit z,. Damit ergibt sich
fiir den ¢-ten Giirtel: Anzahl der P-Polygone = Anzahl der Seiten auf %, ;. Also:

pi=% 1+ Y.

Anzahl der Q-Polygone = _1 [Anzahl der Seiten von k; — (N — 3) mal Anzahl
N-2
der P-Polygone].
Also: _Fit+yi—(N=3)p;
qi - N —2 .

Gesamtzahl der Fundamentalpolygone im ¢-ten Giirtel:

Bt Vit Hia e
zZi=p;+q,=— yN_lzl Yist | (4)

Wir stellen weiter fest:
Zu jeder Seite auf k,_, gehoren (N — 4) B-Punkte auf ;. Zu jedem A-Punkt auf %,_,
gehoren (N — 3) (m — 4) B-Punkte und (m — 3) A-Punkte auf %,. Zu jedem B-Punkt
auf k; ; gehoren (N — 3) (m — 3) B-Punkte und (m — 2) A-Punkte auf ;. Daher:

xp=(m—3) %, + (m—2) vy, 4, (5)
Yi=%4[N—4+N-3)(m—4]+y,4[N—4+ (N—-3)(m—3)]=
%1 [Nm—3N—-3m+8+y, ;[Nm—2N—3m+35]. (6)

3. Die Differenzengleichung.
Wir 16sen die Gleichungen (5) und (6) zunachst nach #;_; und y,_; auf.

Xyqg=—yY;m—2)+x%,(Nm—2N—-3m+35),
Via=Y;(m—3)—%,(Nm—-—3N—-3m-+8).
Durch Einsetzen in (4) ergibt sich dann:
2, =%;. (7)

Wir suchen jetzt nach einer Differenzengleichung der Form: z; = a2, ; + f 2,,.

Durch zweimaliges Anwenden von (5) und (6) auf (4) wird zuerst die linke Seite
und dann durch Anwenden von (7), (5) und (6) die rechte Seite dieser Gleichung als
Funktion von x;_, und v, , dargestellt. Koeffizientenvergleich liefert schliesslich:

a=Nm—2N—-2m+2, f=—1

Damit erhalten wir eine Differenzengleichung 2. Ordnung. Wir schreiben:

Der Beweisgang dieses Abschnitts ist nur durchfiihrbar unter der Voraussetzung
N > 3. Setzt man jedoch in (8) N = 3, so ergibt sich tiberraschend die bei KARTESZI
bewiesene Gleichung. Fiir die weiteren Untersuchungen der Differenzengleichung (8)
kénnen wir also annehmen N = 3.
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ITI. Auswertung der Differenzengleichung. Wir untersuchen zunichst die zu (8)
gehorende charakteristische Gleichung.

l=Nm—2N—-2m+2)a—1.
Wir schreiben kiirzer «? = p o — 1.

Diese Gleichung hat zwei verschiedene irrationale Lsungen:

1 1 o
°‘1=%+7‘/p2—4’ “2=‘€“—7V752“‘4- (9)

Beide Losungen sind positiv, keine ist Eins, und es gilt «; > «,. Nach einem bekannten
Satz [2] iiber lineare, homogene Differenzengleichungen hat die allgemeine Lésung
von (8) das Aussehen:

2;=Cya + Cy o}

Im vorliegenden Fall kann keine der beiden Konstanten C,, C, verschwinden.

Damit erhalten wir:

G azl+ '+ G oc;+ ' — lim Clial + Cy oy (oa/oy)*

lim Zi*1 — Lim “1 % Op % (/%)
im0 2 ino  C, o + C,al iwo Gy + Cy (/o)

Dieser Grenzwert nimmt, wegen 0 << a,/a; << 1, den Wert «; an. Also gilt unabhingig
von irgendwelchen Anfangsbedingungen fiir unsere Giirtelflichen:

lim (f’.ﬂ) = al .
1—>00 i

Weiter ergibt sich:

. 2; : Cloci+C2 0‘;
lim : = lim . -
i—>00 2y + 25+ttt 4 2z, i—»00 Cl(ocl—l—oc%-{—---+a;)+C2(a2+a§+---+a2)

Mit o, + 1, oy * 1 erhalten wir durch Summation im Nenner:

i (1 — o) (1 — o) (Cy o + C )
i Cy (ay — a§+1) (1 — o) + Cy (1 — ay) (2 — oy 1)

= lim (1 —ay) (1 —a) (C; + Cy (“2/0‘1)_‘.) )
oo Gy (1 — ay) (07 = @)  Cp (1 — o) (e xf * — atg (/1))

Dieser Grenzwert nimmt, wieder wegen 0 << apfa; << 1, den Wert (a; — 1)/o; an.
Also gilt, unabhingig von irgendwelchen Anfangsbedingungen, fiir unsere Giirtel-
flichen:

F " (ll ot 1

11-1->n;lo F1+Fa++F, - oy
Bezeichnen wir weiter die Anzahl der Fundamentalpolygone innerhalb des Begren-
zungspolygons k;_, mit w,_,, so gilt:

zi=w;,—w;_, fir ¢+=21 und w,=1.
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Durch Einsetzen in (8) erhalten wir eine Differenzengleichung 3. Ordnung:

Wivo=(1+p) w1y — (L +p) w; + w4 (t=1)

Die zugehorige charakteristische Gleichung hat neben (9) noch die Lésung 1.
Weil die drei Wurzeln voneinander verschieden sind, gilt nach dem bereits verwende-
ten Satz [2] tiber homogene, lineare Differenzengleichungen, fiir die allgemeine
Losung:

w; 3 =Crai 4+ Coai™t 4+ Cy.

o, ist die grosste der drei Wurzeln, also folgt fiir das allgemeine Integral der Differen-
zengleichung:

lim — o lim w; . Sl

i—o00 W, 4 i—o0 Wy + Wy + o+ Wy oy

Bezeichnen wir die Fliche innerhalb des Begrenzungspolygons &; ; mit (§; ,, so gilt

speziell:
) Q . Q o, — 1
lim 5% =¢a,, lim : = v 10a,b
i— 4. L i—>00 Q0+g1+‘“+gi 31 ( )

IV. Asymptotische Gitter in der hyperbolischen Ebene. Ein hyperbolisches
N-Eck heisst asymptotisch, wenn seine Ecken unendlich fern sind. Alle N-Ecke
dieser Art sind reguldr und zueinander kongruent. Die Winkel an den Ecken ver-
schwinden (m -> o0). Auch jetzt ldsst sich die Ebene, von einem N-Eck ausgehend,
gitterformig ausfiillen. Figur 5 erldutert diesen Vorgang fiir N = 3 im speziellen
Poincaré-Modell (das Ausgangspolygon und der zweite Giirtel wurden schraffiert).
Fiir die Anzahl der Polygone im i-ten Giirtel erhalten wir sofort z; = N (N — 1)i-1.
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Figur 5
Asymptotisches Dreiecksgitter in der hyperbolischen Ebene.

Damit ergibt sich weiter:

. Fin : F, N-2
i N1, i i
b =N-1 M ey Ty

Die Differenzengleichung lautet jetzt:

Zipn=(N—1)z (t=1)

Setzen wir wie im letzten Abschnitt wieder z; = w; — w,_,, so erhalten wir:

Wi =Nw;— (N —1)w,_, t=1)
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Die allgemeine Losung dieser Gleichung lautet w, ; = C,; + C, (N — 1)i-1
Als Partikuldrintegral fiir unseren Spezialfall ergibt sich:

N (N — 1)1 — 2
e S

Daraus folgt
li g,
im

iwoo G,y

g, N-2
=N-—-1; lim - = =
15500 go+gl '+gi N -1
V. Der euklidische Fall. Die Untersuchung bei KArTEsz1 (N = 3) und diejenige
des Abschnitts II (IV > 3) gelten auch in der euklidischen Geometrie. Es muss aller-
dings die Bedingung (1) erfiillt sein. Damit vereinfacht sich (8) zu:

RBive = 2 Ri+1 T % (t 2 1)

Die Diskriminante der zugehorigen charakteristischen Gleichung verschwindet,
es ergibt sich o; = a, = 1. Die allgemeine Losung der Differenzengleichung hat, nach
einem Satz {iber homogene, lineare Differenzengleichungen [2] die Form z; =
C, + C,yi. Fiir das Drei-, Vier- und Sechsecksgitter erhalten wir die Partikuldrintegrale:
2; =121, 2, =814, 2; = 6 4. Damit erkennen wir sofort die Richtigkeit von (2).
Mit z; = w; — w;_; ergibt sich weiter:

Witg = 3Wiyy — 3W; + 0,4 (t=1)

Die Wurzeln der zugehorigen charakteristischen Gleichung fallen wieder zusammen
und haben den Wert 1. Das allgemeine Integral der Differenzengleichung lautet
nach [2]:

w3 =C+Cy(i — 1)+ C5 (4 — 1),

Fiir das Drei-, Vier- und Sechsecksgitter ergeben sich die Partikuldrintegrale:
W, =1460C—-1)+60—1)2; w, ,=14+4@—1)+4@—1)2;

w; ,=14+30—1)+3(@#—1)2.
Daraus folgt:

g

i 1 g

‘l‘l*n"l" gi—-l ’1‘1"% go + g1 + + g

VI. Zusammenfassung und Ausblick. In der vorliegenden Arbeit ging es zu-
nichst um die Untersuchung von Gittern aus nicht entarteten, reguliren N-Ecken in
der hyperbolischen Ebene. Dann wurden asymptotische N-Ecke und schliesslich der
euklidische Grenzfall behandelt. Dabei stellten wir gewisse Differenzengleichungen
auf. Unter Verwendung der Wurzeln der entsprechenden charakteristischen Gleichun-
gen konnten fiir die einzelnen Fille die Grenzwerte (2a,b) und (10a,b) berechnet
werden. Hat der Ausdruck (2a) fiir eine Folge positiver Zahlen F,; einen Grenzwert
o = 1, so lidsst sich ganz allgemein zeigen, dass dann auch (10a) diesen Wert besitzt
und weiter, dass (2b) und (10b) den Wert (« — 1)/ haben miissen.

Es wire nun interessant, die ganze Problematik in drei- und mehrdimensionale
Réume zu iibertragen.



62 H. ZertLer: Uber Netze aus reguliren Polygonen in der hyperbolischen Geometrie

Nachdem die vorliegende Arbeit geschrieben war, teilte mir Herr Prof. F. KARTESzZI
mit, dass sein Assistent J. HorvATH die Gleichung (8) auf dhnlichem Wege entwickelt
hat [3]. H. Ze1rTLER, Weiden/Deutschland
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Zur Induktion im Kontinuum

Unter Kontinuum verstehen wir eine dicht geordnete Menge A ohne erstes und
letztes Glied. Das Prinzip der Induktion im Kontinuum kann man so formulieren
(siehe [2]):

Es sei S eine Eigenschaft. Folgende Voraussetzungen seien erfiillt:

(i) Es existiert ein solches a € 4, dass jedes A € 4, A < « die Eigenschaft S hat.
(ii)) Wenn alleAe 4, A < g (B € 4) die Eigenschaft S haben, dann existiert ein solches
yed, f <y, dass jedes A€ 4, A < y die Eigenschaft S hat.

Behauptung: Alle Elemente des Kontinuums 4 haben die Eigenschaft S.

In der Arbeit [2] ist bewiesen, dass das Prinzip der Induktion im Kontinuum das-
selbe bedeutet wie das Dedekindsche Axiom iiber die Nichtexistenz von Liicken im
Kontinuum. In den Arbeiten [1] und [2] gebraucht man das Prinzip der Induktion im
Kontinuum zum Beweis einiger grundlegender Sitze der Analysis. In diesem Artikel
geben wir mit Hilfe des Prinzips der Induktion in (— oo, 4+ o0) einen neuen Beweis
des folgenden grundlegenden Satzes der Analysis, der von E. HEINE stammt.

Satz. Es sei f eine auf dem endlichen, abgeschlossenen Intervall <a, b) stetige
reelle Funktion. Dann ist f gleichmaissig stetig auf <a, b).

Bewess. f erfiille die Voraussetzungen des Satzes. Wir setzen noch f(x) = f(a) fiir
% < a und f(x) = f(b) fiir x > b. Dann ist f fir alle x € (— oo, + o0) definiert und
stetig im ganzen Intervall (— oo, + o0).

Es sei ¢ > 0. Wir sagen, dass die Zahl 1 € (— oo, + o0) die Eigenschaft S(e) hat,
wenn zwei reelle Zahlen § = d(e, 1) > 0, 5 = n(e, 4) > 0 existieren, so dass fiir jedes
Zahlenpaar «', " € (— 00, A + n), fir das | " — x" | < d gilt, | f(«") — f(x") | < e ist.
Wir zeigen dann mit Hilfe des Prinzips der Induktion in (— oo, + 00), dass alle reellen
Zahlen die Eigenschaft S(e) haben.

Es sei also ¢ eine beliebige positive reelle Zahl und S(e) habe die obige Bedeutung.
Wenn a < a ist, dann hat offenbar jede Zahl 4 << « die Eigenschaft S(e), also ist fiir
S = S(e) die Voraussetzung (i) des Prinzips der Induktion erfiillt. :

Wir zeigen jetzt, dass auch die Voraussetzung (ii) fiir S = S(e) erfiillt ist. Es sei
p € (— oo, + o0), und es habe jedes A < B die Eigenschaft S(¢). Wenn f < a ist,
setzen wir y = a, fiir § > b setzen wir y = § + 1, dann ist die Voraussetzung (ii)
sichtlich erfiillt. Es sei endlich a < < b. Wir beschrinken uns auf den Fall
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