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ELEMENTE DER MATHEMATIK

Revue de mathématiques élémentaires — Rivista di matematica elementare
Zeitschrift zur Pflege der Mathematik
und zur Forderung des mathematisch-physikalischen Unterrichis

Publiziert mit Unterstiitzung des Schweizerischen Nationalfonds
zur Forderung der wissenschaftlichen Forschung

El. Math. Band XXI Heft 5 Seiten 97-120 10. September 1966

Ein Beitrag zur Geometrie dhnlich-verinderlicher Felder

Herrn Prof. Dr. O. Baier zum 60. Geburtstag gewidmet

1. Ausgehend von den beiden schon bei L. BURMESTER ([5]!), S. 880) bzw. A. ARTZT
([2], S. 6) vorkommenden elementargeometrischen Aufgaben,

1. das Eleinste zu einem Dreieck DEF gleschsinnig dhnliche Dreteck DEF, zu be-
stimmen, das einem Dreteck A BC einbeschrieben ist, und

11. das grosste zu /\ DEF gleichsinnig dhnliche und /\ A BC umbeschriebene Drei-
eck D EF, 2u ermitteln,

gelangt man im Rahmen der Geometrie dhnlich-verdnderlicher Bewegungen einerseits
rasch zu einigen reizvollen Beziehungen in der Ahnlichkeitsgeometrie des Dreiecks,
von denen einige einfache Sonderfille beispielsweise in den neueren Aufsidtzen [10],
[21] behandelt wurden; andererseits fithrt eine naheliegende Verallgemeinerung zu
weiteren dhnlich-veridnderlichen Bewegungen, die in Beziehung zu den neueren
Mitteilungen von P. H. MULLER ([18], S. 11-13) und R. BEREIs ([4], S. 87-89) stehen.
Bewegungen dieser Art wurden zwar von L. BURMESTER, M. KRAUSE und dessen
Schiilern TH. HARTMANN und H. ALT in [5], [13], [11] bzw. [1] eingehend untersucht,
doch sind die folgenden weitergehenden Ergebnisse dort nicht enthalten.

2. Ein Dreieck XYZ heisst einem Dreieck UVW einbeschrieben, und das Drei-
eck UVW heisst dem Dreieck X YZ umbeschrieben, wenn die Punkte X, Y, Z in dieser
Reihenfolge mit den Geraden VW, WU bzw. UV inzidieren; es wird dabei nicht ver-
langt, dass Dreieck XYZ im Innern von Dreieck UVW liegt.

Zur Losung von I1 betrachten wir Dreieck 4 BC als fest und Dreieck DEF als dhn-
lichverinderlich und dem Dreieck A BC umbeschrieben (Fig. 1). Durchlduft Drei-
eck DEF diese einparametrige Schar & édhnlicher Dreiecke, so wandern die Punkte
D, E, F jeweils auf festen Kreisen k,, k,, k, iiber den Sehnen BC, CA, AB. Diese
Kreise schneiden einander in einem Punkt Z (vgl. [19]), und daher haben zum Bei-
spiel die Winkel AEZ und AFZ konstante Grosse. Dies bedeutet, dass das Teildrei-
eck ZEF und mit ihm das Gesamtdreieck DEF einer kontinuserlichen Folge von Dreh-
streckungen wm das feste Zentrum Z unterliegt. Jeder von Z verschiedene Punkt, der

1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 108.
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mit dem Dreieck DEF im Sinne der Ahnlichkeitégruppe fest verkniipft ist, beschreibt
dabei als Bahnkurve einen Kreis durch Z. Es liegt daher jene spezielle kreislinige
Bewegung des durch das Dreieck DEF bestimmten dhnlich-veridnderlichen Systems

Figur 1

gegen das feste System des Dreiecks A BC vor, die L. BURMESTER in [5], S. 874-884
behandelte. Jede Gerade des bewegten Systems durchliuft dabei ein Biischel des
festen Systems.

Da es eine singuldre Systemlage gibt, fiir welche das Dreieck DEF auf das Zen-
trum Z zusammenschrumpft, ist die Frage nach der kleinsten Systemlage nicht
sinnvoll. .Dagegen gibt es in der Schar & ein nicht ausgeartetes grosstes Drei-
eck D,E,F,, welches dadurch ausgezeichnet ist, dass jede der Strecken ZD, ZE, ZF ein
Maximum annimmt und daher Durchmesser von %,, k, bzw. &, ist?). Das gesuchte
Maximaldreieck DyE,F,wird somit von den Gegenpunkten von Z beziiglich %,, %,, %,
gebildet, und seine Seiten stehen in 4, B bzw. C auf den Zentralen ZA4, ZB, ZC senk-
recht (vgl. [2], S. 6), oder mit anderen Worten: Die auf den Seiten des Maximaldrei-
ecksDyEFy tn A, B und C errichteten Lote schneiden sich in einem Punkt. Umgekehrt
folgt aus der Eindeutigkeit des gemeinsamen Schnittpunktes Z der Kreise %,, %,, &,:
Schneiden sich die auf den Seiten eines dem Dreteck ABC umbeschriebenen Drei-
ecks DEF in A, B und C errichteten Lote in einem Punkt, so ist /\ DEF das grosste aus
jener Schar von Dreiecken, die zu N\ DEF dhnlich und /\ A BC umbeschrieben sind.

%) Fiir den Sonderfall eines gleichseitigen Dreiecks DEF wurde die Aufgabe II von E. FASBENDER
([8], S. 230-231) durch Rechnung gelist.
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Die Mitten M,, M,, M, der Kreise %,, k,, k. gehen durch zentrische Streckung
(Z; 2:1) in die Punkte D,, E,, F, iiber, und dabei werden die Mittellote von A 4ABC
in die Lote von D,, E,, F, auf BC, CA bzw. AB abgebildet. Daraus ergibt sich:
Die von den Ecken des Maximaldreiecks DEoF, auf BC, CA bzw. AB gefillten Lote
schneiden sich in einem Punkt Z'. Der Umkreismittelpunkt N von N\ ABC ist die Matte
der Strecke ZZ'.

3. Die Losung von I kann man auf die Lésung von II zurtickfithren. Um dies auch
in den Bezeichnungen deutlich zu machen, suchen wir — zunichst abweichend von I —
das kleinste zu A A BC gleichsinnig 4hnliche und A D,E,F, einbeschriebene Dreieck.
Dazu bilden wir jedes Dreieck aus & auf das Maximaldreieck D,E,F, dhnlich ab und
nehmen dabei jeweils das Dreieck A BC mit. So entsteht eine einparametrige Schar T
von Dreiecken?®), die zu /A A BC gleichsinnig dhnlich und A D,E,F, einbeschrieben sind
(Fig. 2). Unter diesen ist A A BC selbst das kleinste, da alle iibrigen aus diesem durch
dhnliche Vergrosserung hervorgingen. Dies bedeutet: Ist /\ D,E,F, das grisste zu
N\ DEF gleichsinnig dhnliche und /\ A BC umbeschriebene Dreseck, so ist \ ABC das
kleinste zu /\ A BC gleichsinnig dhnliche und /\ D,E,F, einbeschriebene Dreieck.

D,

h

Zur Konstruktion des in I gesuchten Minimaldreiecks D,E,F; kann man demnach
zuerst analog zu 2 das grosste zu A ABC gleichsinnig d4hnliche und A DEF umbe-
schriebene Dreieck bestimmen und dieses zusammen mit A DEF in den gewiinschten
MaBstab iibertragen. Dann geht A DEF in das gesuchte Minimaldreieck D, E\ F, iiber.

Dem Ubergang von der Schar & zur Schar ¥ entspricht vom kinematischen
Standpunkt aus der Ubergang von einer (kontinuierlichen) Bewegung zu shrer Umbkehr-
bewegung (vgl. z. B. [20]), wobei zur stetigen Lagenénderung im Falle starrer Systeme
jetzt noch eine stetige MaBstabsinderung der bewegten Figur hinzukommt. Da das
Drehstreckungszentrum Z im vorliegenden Fall in beiden Systemen fest ist, gehen
auch die Dreiecke der Schar ¥ durch eine kontinuierliche Folge von Drehstreckungen
um Z auseinander hervor, wobei die Punkte 4, B, C die Geraden EyF,, FyD,, D,E,

3) Diese Schar I erhielt W, GoTz ({10, S. 65, Fig. 8) auf anderem Wege.
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durchlaufen. Ebenso liduft jeder von Z verschiedene Punkt P des durch 4 BC be-
stimmten dhnlich-verdnderlichen Systems auf einer Geraden, welche in der betrachte-
ten Minimallage zu Z P senkrecht steht. Der singulidren Systemlage aus & entspricht
in T jene, in welcher 4, B und C und damit jeder von Z verschiedene Systempunkt
jeweils in den Fernpunkt seiner Bahngeraden geriickt ist.

Die durch ¥ bestimmte dhnlich-verdnderliche Bewegung wurde von L. BURMESTER
([5], S. 875-884) als «geradlinige Bewegung» bezeichnet und besitzt ebenso wie & eine
Reihe bemerkenswerter Eigenschaften, von denen einige, die vielleicht nicht allge-
mein bekannt sind (vgl. [5], [25]), in 4 und 5 auf kurzem Wege hergeleitet werden.

4. Die Parallele zu EF durch D bildet mit DE (und mit DF) einen Winkel fester
Grosse und gleitet daher vermoge & durch einen festen Punkt Dy des Kreises &,
(Fig. 1). In der Lage EF || BC ist DD, || BC; die Dreiecke DCB und DEF sind dann
gleichsinnig dhnlich. Da A DCB und A D;BC symmetrisch sind in bezug auf das
Mittellot der Seite BC, erhdlt man Dy, indem man an die Seite BC des gegebenen
Dreiecks A BC das zu A DEF ungleichsinnig dhnliche Dreieck D3;BC ansetzt.

Insbesondere geht die durch D, gezogene Parallele zu E,F, durch den Punkt Dy,
und da %, der Thaleskreis iiber der Strecke ZD, ist, folgt weiter, dass AZ durch D,
geht. Diein 11 gesuchte Lage von E,F, ergibt sich daher besonders einfach (ohne Zeichnen
von k, und k,) als Lot zu ADy1n A, die iibrigen Seiten von A\ D,E,F, ergeben sich aus
der Ahnlichkeit von A D,E,F, und A DEF.

Setzt man auch den Seiten CA und A B die zu /A DEF ungleichsinnig dhnlichen
Dreiecke AE4C und A BF, auf (Fig. 3), so kann man unmittelbar den folgenden Satz
aus der Theorie der « Aufsatzdreiecke» (vgl. [24], S. 12161.) ablesen, den der Student
E. ENGELBRECHT in [7], S. 447-448 hergeleitet hat: Setzt man den Seiten eines Dreiecks
ABC drer unter sich gleichsinnig dhnliche Dreiecke DyCB, ACE; und AFgB auf, so
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schneiden sich die drvei Geraden AD,, BE; und CFyin etnem Punkt Z unter den in diesen
Aufsatzdrerecken vorkommenden Winkeln, und die Umkreise der drer Aufsatzdreiecke
schneiden einander ebenfalls in diesem Punkt Z.

Ebenso leicht entnimmt man Figur 1 folgende weitere Eigenschaften dieser in
[24], S. 1218, nach E. TorrICELLI?) benannten Figur 3: Das von den Umkreismitten
M,, M,, M, gebildete Dreieck ist ungleichsinnig dhmlich zu den Aufsatzdreiecken, und
die Verbindungsstrecken ADy, BE,, CF4 verhalten sich umgekehrt proportional wie die
Seiten eines der Aufsatzdreiecke. Die letzte Behauptung folgt aus der Tatsache, dass
die Strecke 4D, gleich der von D, (Fig. 1) auf die Seite E,F, gefillten Héhe des zu den
Aufsatzdreiecken ungleichsinnig dhnlichen Maximaldreiecks D,E,F, ist und Ana-
loges von BE, und CF, gilt?®).

Im Sonderfall vegulirer Aufsatzdrerecke folgt hieraus die bekannte Gleichheit der
Diagonalenstrecken AD;, BE;, CF,. Thr Schnittpunkt Z ist in diesem Fall nach
E. TORRICELLI benannt, oder auch nach P. pE FErMAT (vgl. [6], S. 381., [24], S. 1218
und 1219), weil Z fiir spitzwinklige Grunddreiecke 4 BC die (eindeutige) Losung des
von P. DE FERMAT gestellten Problems ist, jenen Punkt P zu finden, fiir den die Ab-

standssumme PA 4+ PB + PC ein Minimum annimmt. Einen eleganten Beweis hierfiir
hat auch J. E. Hormann ([12], S. 22-23) mitgeteilt.

Drei weitere Sonderfille ergeben sich aus der Annahme, dass A DEF gleichsinnig
ahnlich zu A\ ABC, zu /\ BCA oder zu /A CAB ist. Die Aufsatzdreiecke sind dann
jeweils ungleichsinnig dhnlich zum Grunddreieck 4 BC, und die drei Permutationen
der Anordnung der Torricelli-Figur fithren dann zum Héhenschnittpunkt bzw. zu
den beiden Brocardschen Punkten des /A ABC als Lagen von Z. Diese drei Sonder-
fille gehen nach ([24], S. 1227) auf CRELLE zuriick (vgl. auch L. BURMESTER [5], S. 881
und 882, J. NEUBERG [19]).

5. Durch Iteration der in 4, Absatz 2, angegebenen Konstruktion des Drei-
ecks D,E,F, kann das grosste jetzt diesem umbeschriebene und zu A ABC gleich-
sinnig dhnliche Dreieck 4, B,C, bestimmt werden (Fig. 1), das man aber noch einfacher
auf folgende Weise findet : Die Parallelen zu BC, C4 und 4 B durch D,, £, bzw. F, bil-
den ein zu A\ A BC zentrisch dhnliches und A D,E,F, umbeschriebenes Dreieck, dessen
Seiten in D,, E,, F, Lote mit dem gemeinsamen Schnittpunkt Z’ besitzen, und
daher ist dieses zu /\ ABC zentrisch dhnliche Dreieck A,B,C, das grisste zu \ ABC
dhnliche und /\ DyE,Fy umbeschriebene.

Ubertrigt man dieses Resultat auf die in I und IT genannten Dreiecke, so ergibt
sich zusammen mit den Eigenschaften aus 3, der folgende bemerkenswerte Zusam-
menhang zwischen den Aufgaben I und II:

Das grésste zu /\ DEF gleichsinnig dhnliche und /\ A BC umbeschricbene N\ DoE,F,
ist zum Eleinsten zu /\ DEF gleichsinnig dhnlichen und /\ ABC einbeschricbenen
Dreieck D,EF, zentrisch d@hnlich (Fig. 2).

6. Die Umbeschreibungsaufgabe 11 fiihrt zu einer naheliegenden Verallgemeinerung,
indem man die Ecken des festen Dreiecks ABC durch Kreise um K, L, M ersetzt
(Fig. 4). Um Eindeutigkeit der Umbeschreibung zu erzielen, seien die Seiten des

4) E. TorriceLLl hat allerdings nur den Sonderfall reguldrer Aufsatzdreiecke untersucht; diesen

Spezialfall behandelte auch E. FasBenDER durch Rechnung ([8], S. 231).
5) E. ENGELBRECHT beniitzte zum Nachweis eine planimetrische Rechnung, [7], vgl. auch [26].
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Dreiecks DEF (unabhingig von dessen Umlaufsinn) als Speere und die Kreise als Zykel®)
orientiert. Das Speerdreieck DEF heisse den Zykeln um K, L, M umbeschrieben, wenn
dieauf EF, FD, DE liegenden Speere in dieser Reihenfolge Tangentenspeere der Zykel
um K, L bzw. M sind; diese Umbeschreibung bleibt erhalten, wenn man die Orien-
tierungen eines Zykels und seines Tangentenspeeres gleichzeitig umkehrt.

Dreht man die drei Speere um die Mitten ihrer Beriihrzykel durch denselben
orientierten Winkel ¢, der das Intervall <0,2 ) durchlduft, so bestimmt ihr Schnitt-
dreieck DEF eine dhnlich-verdnderliche Bewegung S, die im Sonderfall dreier Null-
zykel in die in 2 betrachtete spezielle kreislinige Bewegung iibergeht. Jeder der

F

Punkte D, E, F beschreibt im allgemeinen Fall eine Pascal-Schnecke als isoptische
Kurve eines Kreispaares, (vgl. z. B.[20], S. 62). Nach R. BEREIs [4] konnen die Schenkel
eines auf einem Kreispaar reitenden Winkels fester Grosse als ein Paar der von
P. H. MULLER [18] eingefiihrten adjungierten Geraden eines Kreiszwillings aufgefasst
werden; sie gehen nach [4] samt den von ihnen umbhiillten Kreisen durch eine Dreh-
streckung um den singuliren Punkt der vom Winkelscheitel durchlaufenen
Pascal-Schnecke ineinander iiber. Danach findet man beispielsweise den singuldren

8) Die im folgenden verwendeten Begriffe der Zykelgeometrie sind in [15] erklart, vergl. auch [26].



H. Scuaav: Ein Beitrag zur Geometrie dhnlich-verdnderlicher Felder 103

Punkt S, der von F beschriebenen Pascal-Schnecke als (stets reellen) Schnitt des Kreises
durch A, B, F mit jener Geraden, die F mal dem Schnittpunkt der Parallelen zu FA durch
K und zu FB durch L verbindet (Fig. 4). In analoger Weise erhilt man die singuliren
Punkte S, und S, der von D und E durchlaufenen Pascal-Schnecken.

Die drei Geraden DS, ES,, FS; schneiden einander in jenem Punkt U des be-
wegten Systems, dessen Abstdnde von den Speeren des Dreiecks DEF sich wie die
Radien der zugehorigen Hiillzykel um K, L, M verhalten, und sie gleiten im Verlauf
von G durch die festen, als Nullzykel aufgefassten Punkte S;D, S;E bzw. S;,, falls diese
verschieden sind. Der ausgezeichnete Punkt U, der nur im Sonderfall der in 2 be-
handelten speziellen kreislinigen Bewegung unbestimmt ist, durchliuft dann den
durch S, S, und S; bestimmten Kreis p und soll der «Ursprung» des bewegten
Systems heissen. Nennt man Geraden, die Nullzykel einhiillen, «Nullgeraden», so
gilt: Die durch U gehenden Geraden des bewegten Systems sind Nullgeraden, und um-
gekehrt geht jede Nullgerade durch den Ursprung U, die von den Nullgeraden wmhiill-
ten Nullzykel liegen auf p.

Sind nicht alle drei singuldren Punkte S, S;, Sy verschieden, so fallen sie alle
mit dem Ursprung U zusammen, der als festbleibender Punkt den Momentanpol?) Z
von G darstellt. Solche dhnlich-verdnderliche Bewegungen mit festem Momentanpol
Z heissen nach [5], S. 867, «einformagy. Fiir diese fallen die Nullzykel mit Z zusammen,
und die Nullgeraden inzidieren mit Z.

Extreme Systemlagen stellen sich genau dann ein, wenn der Abstand des Ursprungs
U von einer nicht durch ihn gehenden Dreiecksseite, z.B. von DE, ein relatives
Maximum oder Minimum annimmt. Ist Y’ der Nullzykel der zu DE parallelen Null-
geraden, so muss DE also fiir M + Y’ eine zu Y'M normale Lage einnehmen, was auf
zweifache Weise moglich ist®). Damit gilt zusammenfassend fiir nicht kreislinige und
nicht starre Bewegungen S:

Bei einer d@hmlich-verinderlichen Bewegung & eines dres Zykeln umschriebenen
Speerdreiecks gibt es durch jede Ecke des Dreiecks genau eine Nullgerade,; der von ihy
umhiillte Nullzykel liegt tm singuldren Punkt der von der zugehdrigen Ecke durchlaufenen
Pascal-Schnecke. Diese drei Nullgeraden schneiden einander im Ursprung U des be-
wegten Systems, der im allgemeinen Fall auf dem Krets p durch die singuldren Punkite der
Pascal-Schnecken liuft, im Sonderfall einer einformigen Bewegung in den festen Momen-
tanpol Z fillt. S besitzt zwes extreme Systemlagen, die dadurch festliegen, dass einer (und
damit jeder) der bewegten Speere senkrecht auf der Verbindungsgeraden der Mitte seines
Hiillzykels mit dem Nullzykel der zu ihm parallelen Nullgeraden steht.

7. Zur weiteren Untersuchung der nicht einférmigen Bewegung & wollen wir die
Angabe der sie bestimmenden Zykel und Speere normieren. Zunichst kénnen anstelle
der Speere EF und FD und ihrer Hiillzykel um K bzw. L auch die zu DE normalen
und parallelen Nullgeraden mit ihren Nullzykeln X’ bzw. Y’ vorgegeben sein (Fig. 4).
Der Momentanpol von S ist jener eindeutig bestimmte Punkt Z, dessen Verbindungs-
strahlen zu den Bahn- und Hiillbahnpunkten mit deren Bahn- bzw. Hiillbahntangen-
ten gleiche Winkel bilden und liegt daher 1n dem von Sy im allgemeinen verschiedenen
Schnittpunkt des Kreises p mit dem Kreis durch A, B, F. Im Verlauf von © dndert Z

7) Die Grundbegriffe der Kinematik dhnlich-veranderlicher Felder sind z. B. in [13], S. 132{f. enthalten,
8) Fiir M = Y’ liegt der im weiteren ausgeschlossene Sonderfall einer (starren) Konchoidenbewegung

vor, deren Eigenschaften z.B. in [20] hergeleitet wurden.
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seine Lage auf dem festen Kreis p, und da p die zu Nullzykeln ausgearteten Geraden-
hiillkurven trigt, und da deren Tangentenspeere durch den Ursprung U weisen, gilt:

Beuv der dhmlich-verinderlichen Bewegung & fungiert der Kreis p als Rastpolkurve
und ist zugleich der Riickkehrkreis mit dem Ursprung U als Riickkehrpol.

Da auch die Gerade Y’'C durch den Momentanpol gehen muss, fillt Z fiir die beiden
extremen Systemlagen in den von Y’ im allgemeinen verschiedenen Schnittpunkt X
von Y'M mit p. Diesen ausgezeichneten Punkt X und seinen beziiglich p diametralen
Punkt Y verwenden wir Riinftig zur normierten Angabe von S, wobei UX und UY als
zugehorige Nullgeraden mit gegeben seien (Fig. 4).

Ist S’ der zweite Schnittpunkt von X'M mit p (Fig. 4), so fithrt nach dem Peri-
pheriewinkelsatz am Kreis p jene Bereissche Drehstreckung um S’, die den Nullzykel
Y’ in den Nullzykel Y bringt, die Geraden S’X’ und XY’ in die Geraden S’X und XY
und daher den Punkt M in den ausgezeichneten Punkt X {iber. Der Speer auf DE geht
dabei in einen zu UY parallelen Speer g, der Hiillzykel um M in die Hiillkurve von g,
also einen Zykel % mit der Mitte X und einem gewissen von Null verschiedenen Radius
7 iiber. Da man die Orientierung eines Zykels und seiner Tangentenspeere gleichzeitig
umkehren darf, gilt:

Die dhnlich-verdanderliche Bewegung & lisst sich ohme Beschrinkung der Allgemein-
heit in eindeutig normierter Weise dadurch vorgeben, dass die Schenkel eines rechten
Winkels mit Scheitel U durch zwes feste Nullzykel X, Y gleiten und ein zum Schenkei UY
paralleler Speer g einen positiv orientierten Zykel k um X mit Radius v > O stindig
beriihrt (Fig. 4). Der Scheitel U ist dann der Ursprung des bewegten Systems, deyr Punkt X
der Momentanpol fiir die beiden extremen Systemlagen und der Thaleskreis p tiber XY die
Rastpolkurve.

Im Sonderfall einer einférmigen Bewegung & fallen X und Y in den festen Mo-
mentanpol Z, und als normierte Angabe von © kann Z und der Hiillzykel eines be-
liebigen Speeres dienen.

8. Der Berithrpunkt G von g und % (Fig. 4) ist als Schnitt der beiden System-
geraden UX und g ein Punkt des bewegten Systems; seine Bahnkurve ist der Kreis .
Auch der Ursprung U durchlduft einen Kreis als Bahn, ndmlich . Man kann zeigen,
dass G und U die einzigen Punkte mit Bahnkreisen sind und alle anderen Punkte
PascaLsche Schnecken oder Kardioiden durchlaufen®): Zuerst folgt mittels der Dreh-
streckung von BEREIS, dass jede nicht durch U gehende Gerade einen Kreis umbhiillt
(vgl. auch [11], S. 126); jeder Punkt kann als Schnittpunkt von zwei solchen Geraden
aufgefasst werden und beschreibt daher wie D, E, F im allgemeinen eine Kurve der
genannten Art, deren singuldrer Punkt auf p liegt. Der Punkt G ist dadurch ausge-
zeichnet, dass die durch ihn gehenden Geraden speziell konzentrische Hiillkreise um X
besitzen, so dass seine Bahnkurve in den Kreis & und dessen (isotrope) Asymptoten
zerfillt, wihrend der Ursprung U dadurch charakterisiert ist, dass die durch ihn
gehenden Geraden Nullzykel umbhiillen, die auf seinem doppelt zu zihlenden Bahnkreis p
liegen.

In den beiden extremen Systemlagen fillt der Ursprung U nach Y und hat vom
Speer g den orientierten Abstand » 4 2 R, wenn R > 0 der Radius von pist. Wahlt man
m, S. 125; T, HARTMANN hat in dieser Dissertation die Existenz von zwei solchen Punkten

U, G durch aufwendige Rechnung ohne nihere Angaben iiber sie nachgewiesen. Dass unter den Bahnkurven
speziell auch Kardioiden auftreten (sieche Abschnitt 10), wurde dort nicht erwihnt.
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die zum oberen Zeichen gehorige Extremlage als Ausgangslage fiir die Zahlung des
Drehwinkels ¢, so legt ¢ = 7 die andere Extremlage fest, und fiir beliebige System-
lagen hat U von g den orientierten Abstand (Fig. 4)

_U—§:7+2Rcoscp, (1)

dessen Verschwinden die Nullagen von & kennzeichnet. Es gibt daher in algebraischer
Zihlung genau zwei Nullagen, die getrennt reell, zusammenfallend oder konjugiert
komplex sind, je nachdem » << 2 R, # = 2 R oder » > 2 R ist; dieselben Realitits-
verhiltnisse zeigen die Schnittpunkte N, und N, von % und $, in denen sich mit U
und G alle Punkte des bewegten Systems in den Nullagen vereinen. Wegen —fg— = _U—g
weist die Grenzlage des Tangentenspeeres g von % in N; bzw. N, durch Y.

Samtliche Bahnkurven von & miissen durch N; und N, hindurchgehen; da sie
bizirkulare Quartiken sind (vgl. [9], S. 284), haben sie mit dem Kreis p acht Schnitt-
punkte gemeinsam, von denen vier in die absoluten Kreispunkte fallen. Weiters liegt
der doppelt zu zdhlende singuldre Punkt der Bahnkurven auf p, so dass mit N; und N,
die restlichen beiden Schnittpunkte bestimmt sind.

9. Zur analytischen Behandlung von & fithrt die nach 7 normierte Vorgabe zu
einer besonders einfachen Bauart der Bewegungsgleichungen, die man als ihre
Normalform anzusprechen hat. Die feste Ebene sei auf das kartesische Koordinaten-
system (¥, y) bezogen, dessen Ursprung in der Mitte O des Rastpolkreises p liegt und
dessen x-Achse durch den Punkt X (R, 0) weist (Fig. 4). Das bewegte System sei durch
das kartesische Koordinatensystem (&, #) festgelegt, dessen Anfangspunkt im
Ursprung U liegt und dessen &- bzw. #-Achse in den Nullstrahl UX bzw. UY filit.
Die Einheitsstrecke des (&, #7)-Systems sei so gewdhlt, dass g die Gleichung

f-1 @)

besitzt, so dass der vom Drehwinkel ¢ abhingige Ahnlichkeitsfaktor 4 nach (1) den
Wert
A=7+2Rcosg (3)

annimmt. Fasst man die Koordinaten (x, ¥) und (&, n) zu komplexen Zahlen z = x + 1 y
bzw. { = & 4+ ¢y zusammen, wie es in der gewohnlichen Kinematik R. MEHMKE [14]
und in neuerer Zeit W. WunDERLICH [22], R. BerEls [3] und H. R. MULLER [17]
vorgefithrt haben, so lautet die Normalform?1°) von S:

2=—Re*% 4+ (r + 2 Rcosg) £ '7; (4)

die feste und die dhnlich-verdnderliche Ebene kénnen dabei jeweils als GauBsche

Zahlenebenen aufgefasst werden.
Die Bewegungsgleichung (4) geht fiir ¢ = R aus der nicht bis zur Normalform

spezialisierten Gleichung
2= —Re* 4+ [r + (R +c) cosp] £ €%, c reell (5)
10) Bei den in [11] und [1] durchgefiihrten Koordinatenrechnungen gehen 6 bzw. 5 willkiirliche Konstan-

ten ein; in (4) kénnte man durch geeignete Wahl der Einheitsstrecke des festen Systems R = 1 setzen,
so dass nur noch eine willkiirliche Konstante auftritt,
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hervor, in welcher statt X der Punkt (c, 0) als Mitte des gegebenen Hiillzykels ge-
wihlt ist. Durch (5) werden alle méglichen Sonderfille erfasst:

a) R=0, 72 + ¢ + 0: Einformige Bewegung mait festem Momentanpol Z =0 = U,
b) R+ c+ 0,7 = 0: Spezielle kreislinige Bewegung (vgl. 2) mit Z(R, 0),

¢) R+c¢=0,r=+ 0: (Starre) Konchoidenbewegung mit Momentanpol z = R ¢*'?,

d) R=c=0,r=+ 0: Reine Drehung um O (Sonderfall von a und c).

Als Beispiel zur analytischen Behandlungsweise diskutieren wir im allgemeinen
Fall R =c + 0,7 + 0 die Abbildung der Speere der &, n-Ebene auf ihre Hiillzykel in der
%, y-Ebene. Unter Verwendung orientierter Speerkoordinaten («, p) besitzt ein Speer
des Systems (&, ) die Gleichung

Ecosa + msina = p, (6)
die durch die zu (4) inverse Transformation
{=(r+2Rcosg) ! (z+ Re*?) e *7 (7)
iibergeht in
xcos(p+a)+ysin(p+a) =p7+2p Rcosp — Rcos(p — a) . (8)
Die Ableitung nach dem Scharparameter ¢ bringt
—xsin(p+ o) +ycos(p+a)=—2p Rsing+ Rsin(p — «) . 9)
Der Hiillzykel des Speeres (a, p) folgt aus (8) und (9) zu
2=pre®t L 2p Re'* — R, (10)
wobei die Mitte z, und der Radius 7, des Zykels durch
z,=2p Re*— Re*™, r,=pr (11)

festliegen.

Da 7, nur von p abhingt, besitzen die Hiillzykel jener Speere, die im System (&, 7)
den Zykel um U mit Radius p beriihren, im System (x, y) alle denselben Radius p7,
und ihre Mitten z, liegen nach (11) auf jener Pascal-Schnecke oder Kardioide, die
durch konchoidale Erzeugung mittels des Rastpolkreises und einey durch den festen Punkt
X gleitenden Strecke der Linge 2 p R entsteht.

Das zyklographische Bild (vgl. [15], S.9) der zweiparametrigen Schar der Hiill-
zykel ist eine zur x, y-Ebene symmetrische Strahifliche @ mit der Parameterdar-
stellung (11), in der z, den Grundriss und 7, die Koten der Flichenpunkte festlegen und
«, p die Parameter sind. Die Erzeugenden o = konst. haben konstante Boéschung
7 : 2 R und treffen die vertikale Leitgerade x = R, y = 0, die mithin die Striktionslinie
von @ ist. Da der Rastpolkreis und der Fernkreis des Richtdrehkegels als zwei weitere
Leitkurven fungieren, ist @ nach [16], S. 36, 33 algebraisch vom 4. Grad, und da die
Doppelkurve von @ in den Rastpolkreis und die ihn schneidende Leitgerade zerfillt,
von V. Art nach der Sturmschen Einteilung (vgl. [16], S. 260). Striktion und konische
Kriimmung von @ sind konstant und ergeben sich unmittelbar aus der Béschung der
Erzeugenden.

Den Parallelspeerbiischeln & = konst. der &, -Ebene entsprechen die Erzeugenden
von @ und daher in der x, y-Ebene lineare Zykelreihen mit gemeinsamem Modul 2R : r
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(vgl. [15], S. 31), der gleich dem Kehrwert der konischen Kriimmung von @ ist. Diese
Zykelreihen sind also hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch, je nachdem » << 2 R,
= 2 R oder > 2 R ist, also je nachdem die Schnittpunkte N,, N, der Kreise » und %
reell getrennt, zusammenfallend oder konjugiert komplex sind, und die Nullzykel der
Reihen liegen nach (11) auf dem Kreis p in Ubereinstimmung mit 6.

10. Die kinematische Umkehrung der dhnlich-verdnderlichen Bewegung & mit
dem Drehwinkel ¢ und dem Modul 4 = A(g) ist eine dhnlich-verdnderliche Bewegung
¥ = &1 mit dem Drehwinkel — ¢, dem Modul A-! und der Bewegungsgleichung (7),
die aus der zu (5) inversen Gleichung

E=1[r+ (R+c)cosp] ! (z+ Re*%) ¢ i? (12)

ohne Beschrankung der Allgemeinheit fiir ¢ = R hervorgeht. Es kénnen die folgenden
Sonderfille auftreten, die jeweils die Umkehrbewegungen der in 9 aufgetretenen
Sonderfille von G sind:

a) R=0, 72+ ¢+ 0: Einformige Bewegung mit festem Momentanpol Z = U = 0O,

b) R+ ¢+ 0,7 = 0: Geradlinige Bewegung (vgl. 3) mit Z[R[(R + ¢), 0],

¢) R+c=0,7r=+ 0:(Starre) Kardanbewegung (Ellipsenbewegung) mit dem Momentan-
pol ¢ = 2 Rr1e'®, :

d) R=c¢=0,7r+ 0: Reine Drehung um U.

Im allgemeinen Fall R = ¢ + 0 sind { und das Konjugium ¢ linear gebrochene
Funktionen von ¢'% und e~ *?, so dass die Bahnkurven der Punkte z Kegelschnitte sind.
Die Punkte des Kreises p, der nun die Rolle der Gangpolkurve iibernimmt, laufen
speziell auf den in 6 hergeleiteten Nullgeraden durch U.

Die Bahnkurve des Anfangspunkies z = 0 ldsst sich besonders einfach beschreiben,
wenn man im System (&, #) in tiblicher Weise Polarkoordinaten g, ¢ einfiihrt, wobei ¢
zugleich der bisher verwendete Drehwinkel ist. Aus (7) folgt dann die bekannte
Gleichung

R
= ¥ZReosy (13)
eines zur &-Achse symmetrischen Kegelschniltes mit Brennpunkt U, Parameter R/r und
Exzentrizitit e = 2 R[r; man hat eine Hyperbel (Fig. 4), eine Parabel oder eine Ellipse,
je nachdem r << 2 R, = 2 R oder > 2 R ist. Die Halbachsen der Mittelpunktskegel-
schnittesinda = R7: |4 R — 7 [undb= R: |/ | 4 R? — #2 |, ihre lineare Exzentrizi-
tat betrigt e = 2 R%: |4 R? — r2|.

Dieser von der Mitte O des Gangpolkreises p im Verlauf von T beschriebene Kegel-
schnitt fiihrt zu einer elementaren Bestimmung der Rastpolkurve g von T: Da p in allen
Lagen auch durch den Brennpunkt U geht, umhiillen diese den Leitkreis des Kegel-
schnittes (13) umden zweiten Brennpunkt V' mitdené,»-Koordinaten4 R?: |4 R2 —2|,0
bzw. im Fall » = 2 R die Leitlinie £ = 1/2, die als Mittelparallele der 7-Achse und des
vorgegebenen Speeres g auftritt. Dieser Leitkreis bzw. diese Leitgerade ist mithin
die Rastpolkurve ¢, und es gilt1!):

11) H, Avt hat in seiner Dissertation [1] zwar Parameterdarstellungen der Polkurve g fiir verschiedene\

Bewegungsfille hergeleitet, doch nicht bemerkt, dass im vorliegenden Fall g ein Kreis bzw. eine Gerade ist;
demzufolge sind auch die obigen Resultate dort nicht enthalten, -
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Die Rastpolkurve q der Bewegung T ist der Leitkreis bzw. die Leitgerade des vom
Mittelpunkt O des Gangpolkreises p durchlaufenen Bahnkegelschnittes (13) mit Brenn-
punkt U (Fig. 4).

Im Sonderfall c) sind $ und ¢ die bekannten Polkreise mit dem Radienverhiltnis
1:2. Im allgemeinen Fall hat g den Radius2a =2 R7: |4 R? — #? |, gemessen in der
Einheit des &, #-Systems.

Da Z im Beriihrungspunkt von p und g liegt, ist der zweite Brennpunkt V ein
Punkt der Geraden OZ.

Die Kenntnis der Polkurven p, g ermoglicht abschliessend noch einige Folgerungen:
Fiir die zunidchst betrachtete Bewegung & vertauschen p und ¢ ihre Rollen, so dass
zur Rastpolkurve p mit q die Gangpolkurve von S bestimmt ist. Da nach 8 die Punkte
jeder Nullgeraden im Verlauf von & in den zugehorigen Nullzykel als dem singuldren
Bahnkurvenpunkt gelangen, werden jene Punkte der Polkurven, die im Verlauf von &
bzw. T zu Momenianpolen Z vereinigt werden, durch die Nullgeraden aus U in einer (1,2)-
Korrespondenz einander zugeordnet. Insbesondere schneiden die von U an g gelegten
Tangenten auf p die Nullagen N, und N, von Z als Verzwergungspunkte der Korrespon-
denz aus. Im Fall reell getrennter Nullagen von & werden die Momentanpole Z reeller
Systemlagen jenen doppelt iiberdeckten Bogen auf p zwischen N, und N, durchlaufen,
auf den ¢ aus U projiziert wird.

Da die Punkte von ¢ wie im Fall starrer Bewegungen Bahnkurven durchlaufen,
die im allgemeinen mit einer Spitze auf p aufsetzen und nur Punkte von ¢ Bahnkurven
mit Spitzen aufweisen kénnen, so gilt ergdnzend zu 8:

Die Punkte der Gangpolkurve q von S haben die kennzeichnende Eigenschaft, dass
thre Bahnkurven Kardioiden sind. H. ScHAAL, Stuttgart
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Kleine Mitteilungen

Einige elementare kombinatorische Identititen mit alternierenden Summen
1. Einleitung

Im Zentrum unserer Betrachtung steht die Identitit
n
2 - 1)”(?) X+ (m—v) " =0, h"n! [0<m<mn; heR; xeR]Y), (1)
v=0
der man ohne weiteres auch die Gestalten

n

D V() G RR = by (1 ml 0<m <m; heR;xeR], (1)

k=0
4\1:‘ (— 1)k (’;) w— kR =3, "n! [0<m<n; heR; xeR] (1)
geben kanf;)o. Im Hinblick auf den bemerkenswerten Spezialfall
i’ (— 1) (:}) (n— )P =n! [n> 0] (2)
»=0

1) R bezeichne die Menge der reellen Zahlen und §,,, das KroNeEckERsche Symbol. Fiir die ganze
Betrachtung verabreden wir 0% = 1.

?) Fiir Spezialfille vergleiche zum Beispiel [3], Seite 97, Lemma 2.1; [7], (1) und (2); [8], S. 249, (17);
[9], S. 496, zwischen (45) und (46); [10], S. 28, (4.14).
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