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Kleine Mitteilungen 63

bei den Polynomen x2 - 1 - (x - 1) (x 4 1) und x2 + 1 - (x - i) (x + i) erzielt, durch
Einfuhrung einer uneigenthchen Seite d und Hohe h ein isomorpher Zerfall von sm- und tan-
Bereich in Stucke und Formeln

Der Beweis des Aquivalenzsatzes vereinfacht sich erheblich, wenn man Zeile 1) oder 1')
m der allgemeinen Gestalt ex ey ez el eX ey e% e? e% e*i e^ e* etwa mit unbestimmten xy zt
schreibt Unter Zuhilfenahme der beiden orthogonalen Matrizen
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und hierin stellen bereits die ersten 3 Zeilen den Beweis des Aquivalenzsatzes dar -
Offenbar gibt es beliebig viele additive und multiphkative Beispiele xy zt XY Z T
£ r] C fr allem in der Dreieckslehre Wir wählten 2 naheliegende multiphkative den
sm-Bereich und den tan-Bereich I Paasche München

Aufgaben

Aufgabe 501. Man bestimme den geometrischen Ort fur das Zentrum einer raumlichen
Inversion, welche drei gegebene Punkte in die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks
abbildet C Bindschedler, Kusnacht

Losung Es seien Px, P2, P3 die gegebenen Punkte, Px*, P2*, P3* deren Bilder bei einer
Inversion mit Zentrum M und Inversionsradius r, ferner MP o., MP* — o* Dann ist

Q* r*Q-1 1=1,2,3
Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke PXMP2 und P2* MPX* folgt

VP? Px~P* Qt Qi r2 QlQ2

(1)

(2)

QiQs

(3)

Wegen der Forderung PX*P2* P2*PZ* P3*Pi* ergibt sich aus (2) PXP2 qxq2 PXP3
oder

q2 q3 PXP2 PXPZ und entsprechend g3 qx P2PZ P2PX, qx q2 P3Px PzP2

Die Verhaltnisse der Entfernungen des Inversionszentrums M von den Ecken des
Dreiecks PXP2P3 smd also gegeben, M hegt auf drei «Apollonischen Kugeln». Da aus
zwei der Bedingungen (3) die dritte folgt, haben diese drei Kugeln einen gemeinsamen
Schnittkreis und damit auch eme gemeinsame Zentrale Dieser Kreis, dessen Mittelpunkt
auf jener Zentralen hegt und dessen Ebene zu ihr senkrecht steht, ist der gesuchte
geometrische Ort W Janichen, Berhn-Zehlendorf

Weitere Losungen sandten G Geise (Dresden), K Schuler (Rottweil) und
K Zacharias, (Berlin)
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Aufgabe 502. Man bestimme die Zentren der Inversionen, welche vier gegebene
Punkte des Raumes in die Ecken eines Parallelogramms abbilden.

C. Bindschedler, Kusnacht

Losung des Aufgabenstellers Liegen die gegebenen Punkte Ax, A2, A3, _44 nicht auf
einem Kreis oder auf einer Geraden, so sei K die durch sie gehende Kugel oder Ebene.
Das gesuchte Inversionszentrum muss auf K liegen. Die Kreise (123) durch AXA2A3 und
(143) durch AxA/kA3 müssen in gleich grosse Kreise übergehen, ebenso (234) und (214).
Die Oberflache von K wird durch (123) und (143) m vier Zweiecke zerlegt, von denen
genau eines auf seinem Rand die Punkte A2 und _44 enthalt. Es sei C der Kreis auf K durch
A x und A 3, der die Winkel dieses Zweiecks halbiert, und C der analoge Kreis fur das Kreispaar

(234), (214). Jeder der beiden Schnittpunkte von C und C kann als Inversionszentrum
gewählt werden. Denn C und C werden durch eine solche Inversion m Geraden abgebildet,
und die beiden Kreise eines Paares gehen m symmetrisch zu diesen Geraden liegende Kreise
uber. Das Viereck AXA2A3A^ geht uber m em solches mit gleichen Gegenwinkeln, also in
em Parallelogramm. Ist die Reihenfolge der Ecken nicht vorgeschrieben, so smd sechs
Losungen vorhanden, die alle reell smd (wie man erkennt, wenn man etwa _44 als unendlich
fernen Punkt wählt).

Liegen die gegebenen Punkte auf einem Kreis oder auf einer Geraden g und trennen
sich die Paare Ax, A3 und A2, _44, so schneiden sich die beiden zu g orthogonalen Kugeln,
von denen die eme durch Ax, A3, die andere durch A2, _44 geht, m einem Kreis C Jeder
Punkt von C kann als Inversionszentrum gewählt werden, da durch eine solche Inversion
die Kugeln in Ebenen, also g in einen zu diesen orthogonalen Kreis, transformiert weiden.
Das Parallelogramm wird ein Rechteck. Trennen sich Ax, A3 und A2, _44 nicht, so ist ein
eigentliches Parallelogramm nicht möglich (wohl aber zwei «plattgedruckte» mit A'XA'2

— A'3A'i). Das Inversionszentrum muss dann auf g selbst liegen (je zwei Losungen bei
gegebener Reihenfolge der Ecken).

Eme weitere Losung sandte K. Zacharias (Berlin).

Aufgabe 503. Es sei

oo 1 n

f(*) Z KZ"''• &1=1. h^=^Zb*bn-H+l-
tt=l k l

Zeige, dass / (z) auf der positiven reellen Achse eme singulare Stelle hat.
J. H. van Lint, Eindhoven

Losung Die Reihe fur f(z) hat offenbar fur reelle positive Werte von z lauter reelle
positive Glieder. Ersetzt man bn fur n > 1 durch cn= l/(n — 1) bzw. durch an n/6n~1,
so erhalt man eine Majorante bzw. eme Minorante von f(z). In der Tat ergibt sich aus
bx cx 1 und der Induktionsannahme bt ^ ct < 1 (i ^ n) sofort bn+x <i n~2 n cn+1.
Ebenso erhalt man aus ax bx 1 und bt ^ at (i 5g n)

n

bn+x ^ n-2 JT k (n - k + 1) 61-» (n + 1) (n + 2)/n 6» > (n + l)/6» an+x.
fc i

Fur den Konvergenzradius r von f(z) erhalt man nun nach der Formel von Cauchy-
Hadamard

(hm sup ycn+x J"1 1 <Lr ^_ 6 (hm sup yan+x)~l.
n—>oq n—*oo

H. Meili, Winterthur
Eme weitere Losung sandte W. Schwarz (Freiburgi. Br.).
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Aufgabe 504 Est-il vrai que si n est un entier positif > 5, il existe au moms un entier
positif x < n tel que le nombre x2 + n est premier (Cela est vrai pour 5 < n ^100)
Sinon, trouver le plus petit entier n > 5 pour lequel un tel entier x < n n'existe pas
(L'auteur de ce probleme ne connait pas sa Solution W Sierpinski, Varsovie

Bemerkung Die Vermutung ist richtig fur 5 < n < 100000 Fur diese n gilt sogar,
dass unter den Zahlen x2 + n mindestens eine Primzahl ist, wenn nur

1 < x < mm (n - 1, j/67 108 862 - n

(Rechenanlage Electrologica XI der TH Braunschweig, Zeit ca 5 Stunden
H Harborth, Braunschweig

Neue Aufgaben
Aufgabe 525. Die Ecken emes gleichseitigen Dreiecks sind Zentren von drei gleichen

Kreisen Kx, K2, K3 vom Radius r Em beliebiger Punkt P der Ebene des Dreiecks werde
anÄj nach Px gespiegelt, ebenso Px an K2 nach P2 und P2 an K3 nach P3 Welches ist
der geometrische Ort der Fixpunkte der Abbildung P -> P3, wenn r variiert ">

C Bindschedler, Kusnacht

Aufgabe 526. Trouver tous les nombres premiers qui sont sommes de deux nombres
tetraedraux (c'est-ä-dire de la forme Tn n (n 4 1) (n + 2)/6, n 1, 2,

A Schinzel, Varsovie

Aufgabe 527. Demontrer qu'il existe une mlmite de nombres premiers qui ne sont pas
sommes de deux nombres triangulaires (c'est-ä-dire de la forme tn n (n 4 l)/2, n
1, 2, W Sierpinski, Varsovie

Aufgabe 528. Man zeige, dass die Koeffizienten an der Potenzreihenentwicklung von
oo

(l-x)log(l-x) - Z//»*
asymptotisch durch lßogn -f 0(1 /log2n) gegeben smd Gunter Bach, Braunschweig

Aufgaben für die Schule

Es wird kein Anspruch auf Originalität der Aufgaben erhoben, Autoren und Quellen werden im allgemeinen
nicht genannt Die Daten fur Aufgaben aus der Darstellenden Geometrie sind durchweg so festgelegt, dass
der Ursprung des Koordinatensystems in der Mitte des linken Randes eines Blattes vom Format A4 gewählt
werden soll, #-Achse nach rechts, y-Achse nach vorn, 2-Achse nach oben, Einheit 1 cm Anregungen und

Beitrage sind zu senden an Prof Dr Willi Lüssy, Buelramstrasse 51, Winterthur

1 Beweise die Identität

a 4- x a + y a + z _ a

x (x — y) (x — z) y (y - z) (y - x) z (z - x) (z - y) xyz'
2 Eliminiere x und y aus

i X* + y3 a
\x2-\-y2^b
\x +y =c

k 2a-3bc + c3=0



66 Aufgaben fur die Schule

3. Zeige, dass die Gleichung
16 x* 4- 8 x3 - 12 x2 - 8 x - 1 0

eme Losung x cos 20° besitzt
k Benutze die Identität cos3a 4 cos3a — 3 cosa

4. Die Gleichung
2* + 2> - n l

ist m ganzen positiven Zahlen zu losen.
k Die einzigen Losungen smd

4 4-2-3» und 164-8 4'
Fur n > 4 enthalt n ' den Faktor 15, 2* + 2^ 2^ (2? + 1) ist aber nicht durch 15
teilbar.

5. Em Zuchter verkauft Kaninchen, so viele Tiere, als das Tier Franken kostet. Den
Erlös teilt er so unter seine zwei Sohne, dass zunächst der altere zehn Franken erhalt,
dann der jüngere, dann wieder der altere, und so weiter Am Schluss bleibt fur den
jüngeren em Rest von weniger als zehn Franken. Da nimmt der Vater einen Ring vom
Finger, legt ihn zu diesem Rest und erklart, nun hatten beide gleich viel Wie wurde der
Wert des Rings eingeschätzt ">

k Vier Franken. Alle Quadratzahlen mit ungerader Zehnerziffer enden mit 6

Literaturüberschau
The Open Mappmg and Closed Graph Theorems in Topological Vector Spaces. Par

Taqdir Husain. X et 108 pages DM 19.80 Friedr. Vieweg und Sohn, Braunschweig 1965.

II s'agit d'une monographie traduite en anglais par l'auteur et couronn^e d'un prix par
la maison d'Edition Vieweg ä l'occasion de son jubilee. La monographie est consacree ä

trois resultats fondamentaux de l'Analyse fonctionnelle, notamment les theoremes des
apphcations ouvertes et des graphes ferm.es, ainsi que le theoreme de Krein-Smulian.

Les deux premiers chapitres de cette monographie donnent un apercu des notions
fundamentales sur les espaces vectoriels et topologiques et citent, sans demonstration, les

prmcipaux theoremes concernant les espaces vectoriels topologiques.
La monographie proprement dite comprend les chapitres 3-7, dont les deux derniers

contiennent d'mteressants resultats obtenus par M. T. Husain. Une notice histonque
constitue le huitieme chapitre et la monographie est completee par une abondante
bibliographie et un Indexe des symboles et des termes employes. S. Piccard

The Theory of Group Representation. Par Francis D Murnaghan. XI et 369 pages.
$ 2.35. Dover Pubhcations, New York 1964.

Les editions Dover ont r6impnme\ apr&s correction, l'mteressant ouvrage de
M. Murnaghan paru en premiere edition chez Johns Hopkins Press en 1938.

L'auteur donne un apercu elementaire de la theorie de la representation des groupes,
theorie dans le developpement de laquelle Frobenius, Schur et Weyl ont joue un röle
capital. L'auteur accorde une large place au groupe symetrique et au groupe de rotation
qui jouent un röle fundamental en mecanique quantique. II s'arrete longuement ä la
th6orie d'integration des groupes, aux representations du groupe symetrique, des groupes
cristallographiques, du groupe de Lorentz, etc.

L'ouvrage se compose de douze chapitres. II se termine par quatre pages de
bibliographie et un copieux index. L'auteur s'attache surtout ä la representation de divers
groupes par des groupes lmeaires dont les eiements sont des matrices carrees de m6me ordre
n > 1, formees de nombres complexes et dont la loi de composition est la multiplication
matricielle.
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