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30 J. Hoscuek: Uber Kegelschnitte mit gemeinsamem Kriimmungselement

Analog kann der Bewetis fiir die Gerade M £ bzw. fiir Hyperbeln mit gemeinsamem
Kriimmungselement gefiihrt werden. Die hier angegebene Konstruktionsvorschrift 8
diirfte wohl gleichzeitig eine bisher unbekannte Erzeugungsweise von Steinerzykloi-

den sein.
J. Hoscuek, TH Darmstadt
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Uber die Nichtptimteiler von 24"+ ¢

Die Primzahl $ wird Primteiler der ganzwertigen Funktion g(x) genannt, wenn die
Kongruenz g(x) = 0 (mod p) eine ganzzahlige Losung » mit g(») &= 0 hat. Ist die
Kongruenz nicht l6sbar, so heisst $ Nichtprimteiler (NP) von g(x).

PéLya [1] hat gezeigt, dass fiir ganze a, b, ¢ mit ac+ 0, b = 2 die Funktion
go(x) = a b* + ¢ unendlich viele Primteiler besitzt. Fiir die NP von gy(x) gibt es keine
so allgemeine Aussage. Beispielsweise sind nach dem Fermatschen Satz die Prim-
teiler von b die einzigen NP von b* — 1. Fiir die Existenz von unendlich vielen NP
von g,(x) ist somit eine Zusatzbedingung notwendig, die im Falla = 1 nach SCHINZEL [2]
—c¢ =+ b* lautet. Eine Aussage iiber die Form der NP gibt der

Satz 1. Ist (ac,b)=1,b=2und |ac|+ 2 so ist die Anzahl der NP von a b* + ¢
in jeder der Restklassen 4 1 (mod 4) unendlich?).

Wird der Definitionsbereich von gy(x) auf die ungeraden Zahlen beschrinkt, so
gilt der

Satz 2. Ist (ac,d) =1, b= 2 und b =+ %, so ist die Anzahl der NP von a4 b2*+1 4 ¢
in jeder der Restklassen 4 1 (mod 4) unendlich.

Ohne Einschriankung von b ist Satz 2 nicht richtig. Jede Primzahl $ = 3 (mod 4)
ist ndmlich Primteiler von

42x+1 _ 1 = (22x+1 4 1) (225+1 — 1) = (206-102 4 1) (200-D12 — 1),

Lemma 1. p+ 2, (p,abc)=1, (b/p) =1, (—ac/p) = —1=p = NP von gy(x).
Bewers indirekt (Kongruenzen mod 2):

b=0, ab"+c=0=>a’b"+ac=0, —ac=(abp)? (—ac/p) =1 Widerspruch!

1} Sind b und a ¢ Quadratzahlen, so ist (nach Lemma 1) jedes a b ¢ nicht teilende ;b = —~1 (mod 4) ein
NP von gy(x). Ist b ein Quadrat, so ist die Bedingung (ac, b) = 1 iiberfliissig, da Satz 1 sofort aus Lemma 1
und Lemma 3 folgt. Ebenso erhilt man fiir a c = %% und beliebiges b = 2 unendlich viele NP der Form
4m + 3
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Lemma 2 (Verallgemeinerter chinesischer Restsatz). Das Kongruenzensystem x =
7;(modm,) (i =1,2,...,s)ist dann und nur dann I6sbar, wenn 7, = 7; (mod (m,, m,))
(G=1,2,...,s). Zwei Losungen sind mod {m;,, m,, ..., m} kongruent ({} = k.g.V.).

Bewess: Siehe [3].

Lemma 3. Ist die natiirliche Zahl # kein Quadrat, so gibt es in jeder der Restklassen
+ 1 (mod 4) unendlich viele Primzahlen mit der Eigenschaft (n/p) = e (e = 1 oder — 1).

Beweis: k(n) = 2%q, g5 -+ q, (0 = 0 oder 1) sei der «quadratfreie Kern» von %, das
ist das Produkt der verschiedenen Primzahlen, die in # mit ungeraden Exponenten
aufgehen.

a) p =1 (mod 4), ¢ = 1. Wir wihlen je einen quadratischen Rest 7, (modg,). Fiir
« = 1 benutzen wir noch (2/p) = 1 fiir p = 1 (mod8). Das System

x=7r;(modg;) ¢ =1,2,...,5), x=1(mod8), x=1(mod4)

ist nach Lemma 2 16sbar und die Lésungen sind die Elemente einer primen Restklasse
mod 8¢,¢,...¢9, (mod4 ¢, q,...q, im Fall « = 0). Nach dem Satz von DIRICHLET
iiber die arithmetische Progression enthilt diese Restklasse unendlich viele Prim-
zahlen p*. Aus dem quadratischen Reziprozitidtsgesetz folgt nun

" 2\*( 4 92 9s 2 \*(DP*\ (P* *
(o) = (o) () (o) (o) = o) () () (G -1
b) p =1 (mod 4), e = —1. Ist k(n) + 2, so wiahle man anstelle von 7, einen Nicht-
rest #,. Im Fall 2(») = 2 hat man das System x = 1 (mod4), x = 5 (mod 8) zu erfiillen,
was nach Lemma 2 moglich ist.
¢) p =3 (mod4), e = 1. Fiir ¢; = 3 (mod4) ist jetzt in (1) (¢;/p) = —(p/g,). Das zu
16sende System lautet also hier x = 7; (modg;) (¢; = 1 (mod4)), ¥ = #; (modg;) (¢; = 3

(mod4)), x = —1 (mod8), x = 3 (mod4).
d) p = 3 (mod4), e = — 1. Ist k(n) + 2, so ersetze man »;, bzw. n, durch », bzw. 7,.
Im Fall k(n) = 2 hat man das lésbare System x = 3 (mod4), x = —5 (mod8).
Beweis von Satz 1: a) " =1 (mod4) bzw. p” = 1 (mod4) sei je eine Lsung von

(6/p) = 1 bzw. (—a ¢/p) = (a c¢/p) = —1 im Sinn von Lemma 3. Die Moduln M, bzw.
M, der beiden Losungsrestklassen haben wegen (£(b), 2(a c¢)) = 1 hochstens 4 als
gemeinsamen Faktor. Ferner ist p’ =" (mod4). Somit hat das Systemx =’ (mod M,),
x = p" (modM,) nach Lemma 2 eine prime Restklasse mod {M,, M,} als Losung.
Damit sind unendlich viele NP der Form 4 # + 1 von g,(x) gefunden.

b) ' = 3 (mod4) bzw. p" = 3 (mod4) sei eine Losung von (b/p) =1 bzw. (ac/p) = 1.
Wie in a) erhidlt man unendlich viele NP der Form 4 m 4 3 von gy(x).

Beweis von Satz 2. Im Fall | a c| #+ u? ist nichts zu beweisen, denn jeder NP von
go(x) ist erstrecht NP von g, (x) = a b2%+1 4- ¢. Esseialso |ac| = u% Dannist |abc| + v2,
somit kénnen wir Satz 1 auf a b (b%)* + ¢ anwenden (vgl. Fussnote 1). Ohne die
Restklassenaussage ldsst sich Satz 2 folgendermassen gewinnen : Wir nehmen an, dass
g1(x) nur endlich viele NP besitze. Dann ist die Kongruenz

abg(x) =a?b2*+2 4 abc =0 (modp) (2)

fiir «fast alle» p losbar, das heisst die Menge der Ausnahmeprimzahlen ist endlich.
Ist w eine Primitivwurzel modp und a = w%, b = wf, — a b ¢ = w?, so ergibt sich aus (2)

2a+ 2x+2)f=y (modp —1). (3)
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(3) ist nur moglich, wenn y gerade ist. Also ist — a b ¢ fiir fast alle p quadratischer Rest.
Hieraus folgt nach einem fritheren Satz2) (E. TRoOST [4]) — a bc = v2, also b = b}
(wegen (a ¢, b) = 1) im Widerspruch zur Voraussetzung.

G. JAEsCHKE, Sindelfingen und E. Trost, Ziirich3)
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Sur les nombres pseudopremiers de la forme zk+1.

On appelle pseudopremiers les nombres composés # tels que #|2" — 2. Dans le
travail [2]1) j’ai démontré qu’il existe une infinité de nombres pseudopremiers de la
forme n k 4 1 en utilisant le théoréme de ZsiGMONDY (voir [4]). Dans le travail (3],
en utilisant le théoréme de LEJEUNE-DIRICHLET sur la progression arithmétique j’ai
démontré que toute progression arithmeétique a x + b, ou a et b sont des nombres naturels
premiers entre eux, contient une infinité de nombres pseudopremiers. Le but de cette
note est de démontrer d’une fagon élémentaire et directe (sans faire appel au théo-
réme de ZSIGMONDY ni au théoréme de LEJEUNE-DIRICHLET) le théoréme suivant:
T. Pour tout nombre naturel n il existe une infinité de nombres pseudopremiers de la forue
nk+ 1, ou k est un nombre naturel.

Il est d’abord a remarquer que pour démontrer le théoréme T il suffit de démontrer
que pour tout nombre naturel # il existe au moins un nombre pseudopremier de la
forme # £ + 1, ol k est un nombre naturel, puisque alors pour tous deux nombres
naturels m et # il existe au moins un nombre pseudopremier de la forme # m ¢ + 1,
ou ¢ est un nombre naturel, et ce nombre pseudopremier est évidemment > m et de la
forme n k 4 1 (ou % est un nombre naturel).

Lemme 1. S¢ b est un nombre impair > 1 et si F, = 22" + 1, alors F, | ;oo =
E, (mod b) pour m >b, k=0,1,2, ...

Démonstration du lemme 1. Supposons que 2% | @(b) et 2*+! + @(b). On aura
@(b) /22| 2#90)2a] _ 1| 29090)] — 1, donc

P®) | Hototn _ 1 (1)

211
Comme 2™ > m > b > @(b) > 2% ona 2*| 2™ et il résulte de (1) que ¢(d) | 27 (2¢#0)] — 1) |
2m (2kele(®)] — 1), donc
@(b) | 2™ (2k##®] — 1)  pour k=1,2,3,.... (2)

%) Ist b fiir fast alle p n-ter Potenzrest und # £ 0 (mod 8), so ist b = b}. Fiir » = 0 (mod 8) ist ausser-
dem noch b = 2"/2 b moglich. «Fast alle» bedeutet hier, dass die Menge der Ausnahmeprimzahlen ver-
schwindende (Kroneckersche) Dichte hat.

3) Herrn J. STEINIG (Ziirich) danken wir fir kritische Bemerkungen.

1) Les chiffres en crochets renvoient aux travaux cités, page 33.
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