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Losungen der Gleichung
X"+ y" =" mit n = 2" im Ring gewisser ganzzahliger Matrizen

I. Problemstellung und Ergebnis
Ziel der vorliegenden Arbeit ist der Nachweis, dass die Gleichung
A"+ y" = 2" n > 2, ganzzahlig (1)

in gewissen Ringen mit nur abzihlbar vielen Elementen fiir bestimmte » nichttriviale
Losungstripel besitzt.

Dabei heisse ein Tripel von Elementen o, 8, ¥ aus einem beliebigen Ring R mit
dem Nullelement 0 ein nichttriviales Losungstripel von (1), wenn

a* 0, pr+k0, py»+0 und a*+4 f"=9y"

ist. Existiert ein solches Tripel, so heisse (1) nichitrivial l6sbar. A. AIGNER hat in
mehreren Arbeiten [1]-[5]1) die M6glichkeit der Gleichung (1) fiir gewisse » in quadra-
tischen Korpern untersucht. Weiter ist bekannt, dass (1) im Ring der ganzzahligen
Matrizen der Ordnung 2 fiir » = 4 nichttrivial 16sbar ist; vgl. [6]. Dieses Ergebnis
lasst sich verallgemeinern. Es gilt ndmlich der folgende

Satz. Die Gleichung (1) ist fiir n = 2™ im Ring der ganzzahligen quadratischen
Matrizen der Ordnung 21 nichttrivial lésbar.

Der Beweis folgt im Abschnitt III der Arbeit. Er wird sich auf die folgenden
Hilfssitze stiitzen.

II. Hilfssétze

Hilfssatz 1. Es sei R ein Ring mit Einselement 1. o und 8 seien Elemente aus R
mit o f = B o. Dann gilt fiir jedes geradzahlige n > 2

0 oc)”.— - 10
(ﬂO, - (0 1)

und fiir jedes ungeradzahlige n > 1

0 o\" 0w
— (n—1)/2
(ﬂ 0) = (@f) (ﬂ 0) |

Der Beweis ergibt sich durch vollstindige Induktion.

Hilfssatz 2. Ist (1) in einem Ring R mit Einselement fiir n = s nichttrivial lisbar,
so ist (1) auch fiir n = 2 s nichitrivial losbar, und zwar im Ring R, der quadratischen
Matrizen der Ordnung 2 iiber R.

1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 7.
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Beweis. Fiir die Matrizen

A=<O°°), B=<Oﬂ>, c-;(oy) @
10 10 10

mit Elementen aus R gilt wegen Hilfssatz 1

1 10 B 10 c2 10
L , s — Rs , $ — a8 . 3
01 4 01 v 01 G

Es sei «, f§, v ein nichttriviales Losungstripel von (1) fiir # = s. Dann ist

00 00 00
A2s %+ , B2s &+ , C2s + (4)
00, 00 00

10 10
A?2s + B2s — (OCS + ﬂs) (O > — ys (O 1) = (C2s, (5)

und

Dies war zu zeigen.
Trivialerweise gilt weiter der

Hilfssatz 3. Ist R ein abzihlbarer Ring mat Einselement, so trifft dasselbe auch
fiir Ry zu.

Hilfssatz 2 und 3 besagen zusammen: Ist (1) in einem abzihlbaren Ring R mit .
Einselement fiir ein # = s nichttrivial 16sbar, so gilt dies auch fiir # = 2 s in einem
weiteren abzdhlbaren Ring mit Einselement, ndmlich im Ring R,.

Hilfssatz 4. (a) Im Ring G der ganzen Zahlen ist (1) fiir n = 2 nichttrivial losbar.
(b) Es sev H = G, der Ring der ganzzahligen quadratischen p-revhigen Matrizen und H
der Ring der q-rethigen Matrizen iber H. Dann 1st H  isomorph dem Ring G,, der pg-
rethigen Matrizen diber G.

Bewess. (a) ist trivial. Wir beweisen (b). Jedes Element von H, lsst sich in der
Form einer zusammengesetzten quadratischen Matrix der Ordnung pg iiber G schrei-
ben. Dabei unterteilt man die Matrix der Ordnung pq in ¢% Quadrate mit je p? Ele-
menten und ordnet jeder solchen quadratischen Untermatrix ein Element aus G, zu.
Ordnet man nun jeder Matrix aus G, , die nach dem obigen Muster abgeteilte Matrix
zu, so ist die Zuordnung eineindeutig und, wie man durch direkte Ausrechnung findet,
ein Isomorphismus zwischen G,, und H,.

II1. Beweis des Satzes in Abschnitt I

Nach Hilfssatz 4 (a) ist (1) in G fiir » = 2 nichttrivial 16sbar. Aus Hilfssatz 2 folgt
damit, dass (1) im Ring G, der zweireihigen quadratischen Matrizen iiber G fiir n = 22
nichttrivial l6sbar ist. Wir machen nun die Induktionsannahme, dass (1) fiir » = 2™
im Ring A = Gym-1 der ganzzahligen quadratischen Matrizen der Ordnung 27-1 nicht-
trivial 16sbar sei. Nach Hilfssatz 2 ist (1) dann fiir » = 2 . 2™ = 2m+1 im Ring 4, der
zweireihigen quadratischen Matrizen iiber 4 nichttrivial losbar. Nun ist aber 4,
gemiss Hilfssatz 4 (b) isomorph dem Ring G,m der 2™-reihigen quadratischen Matrizen
iiber G. Also ist (1) auch fiir # = 27+ nichttrivial l6sbar, und zwar im Ring Gom. Der
Satz ist damit bewiesen.
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IV. Beispiel
Nach [6] ist im Ring G, der ganzzahligen quadratischen Matrizen der Ordnung 2

. 0 27r¢ . 0 r2— 2 . 0 24 42
o*r = 3 = , —
1 0 1 0 Y 1 0

mit ganzzahligem 7 und ¢ ein nichttriviales Losungstripel fiir den Exponenten n = 4.
Nach den obigen Uberlegungen ist dann

00027t 000 »r2—z¢ 000 »24¢2

001 O 001 O 001 0
[o — ’ﬂ: ,yz

100 O 100 O 100 O

010 O 010 O 010 O

ein nichttriviales Losungstripel von (1) fiir # = 23 = 8 im Ring G, der ganzzahligen
quadratischen Matrizen der Ordnung 4. Das kann man iibrigens auch direkt durch
Nachrechnung verifizieren. R. Z. DomiaTy, Graz
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Uber Kegelschnitte mit gemeinsamem Kriimmungselement

F. LAUReNTI hat in zwei Untersuchungen [2]?), [3] gezeigt, dass die Achsen von
Parabeln mit gemeinsamem Kriimmungselement eine Steiner-Zykloide einhiillen.
W. KICKINGER [1] hat dem analytischen Beweis von LAURENTI einen synthetischen
gegeniibergestellt und ausserdem noch nachgewiesen, dass sich die Brennpunkte von
Parabeln mit gemeinsamem Kriimmungselement auf Kreisen bewegen. In der vor-
liegenden Untersuchung sollen die gleichen Fragen fiir allgemeine Kegelschnitte g
(Ellipsen und Hyperbeln) diskutiert werden.

Es sei K der Kriimmungsmittelpunkt eines beliebigen Punktes P des Kegel-
schnitts g und ¢ die Kurventangente in P. Wir wihlen ein kartesisches Bezugskreuz so,
dass ¢ mit der x-Achse und P mit O zusammenfallen, wodurch K im Abstand R von O

1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 10.
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