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Aufgaben 89

On Estimating the Perimeter of an Ellipse

Let E be an ellipse with semi-axes g and b, a > b. HADWIGER, in [1], gives an elemen-
tary proof that the perimeter L of E satisfies

L>ax(a+b). (1)

It is of interest to note that (1) is a consequence of an elegant «cutting and rearrange-
ment» operation (see [2], page 158) and the isoperimetric inequality. One cuts the ellipse
along its axes into four congruent pieces and rearranges these pieces into the figure E’
(Figure). Then E’ has perimeter L, and area A + (a — b)2, where A4 is the area of E.
The isoperimetric inequality, applied to E’, yields L? > 4 n (4 + (a — b)?), or

L2 — 474 > 47 (a— b2 (2)
Using 4 = na b, we have

L*> 472ab+ 47 (a — b)2 > a2 (a + b)Y, (3)

~
N

G. D. CHAKERIAN, University of California, Davis/Calif.

from which (1) follows.
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Aufgaben

Aufgabe 481. In einem Dreieck A seien a; die Seiten, 4; die Héhen und #»; die Ankreis-
radien (¢ = 1, 2, 3). Ist F die Fldche, R der Umkreisradius und » der Inkreisradius von A,
so beweise man die Giiltigkeit der Ungleichungskette

42k,k, 12F /3 <54Rv < 32a,a s427,r,
t<7 1r<7 1«<1

Die aus dem Anfangs- und Endglied der Kette bestehende Ungleichung hat kiirzlich

A. MakowsKI angegeben: Problem E 1675, Amer. Math. Monthly 77, 317 (1964).
F. LEUENBERGER, Feldmeilen

Solution:

1) Since 427,- ;o= (2 a;) >and 32a, a; < 2“‘ we get 32:&,- a; < 427,- 7.

1<y 1<y 1<g <]
(2) The inequality 18 R SZ a; a; was proved by the proposer in his paper Einige Drei-

ecksungleichungen, El. Math 73, 121-126 (1958).

. a,a,a
(3) We have a,a,ay = 167 R”Hcos%— < 6 /37 R%. Further, F = ——12—%%, so that

2F < 3)37R.
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2
(4) By multiplying the identities %, h, by = 2 }f and ) 'h; ' = 71, we obtain 3 'k, h; =
i<y
2
—gR—E——. It then follows from (3) thatZ hih; < 3)3 F.
4 i<j J. StEINIG, Ziirich

Weitere Losungen sandten H. MEeirL1i (Winterthur), O. REuTTER (Ochsenhausen),
K. ScHULER (Rottweil), K. ZacHarias (Berlin).

Aufgabe 482. Es sei |e| die Linge des Vektors e, und e, (v =1, 2, ..., n) seien die
Einheitsvektoren des R®. Man deute die Griosse

n

= (=1+r 37 leu + o+ eyl

y=1 1Sm<o<p,=n

geometrisch und beweise, dass /,, /,, ... eine streng monoton fallende Folge mit positiven
Gliedern ist. J .SPILKER, Freiburg/Br.

Liosung des Aufgabenstellers: 1) Bildet man fiir den n-dimensionalen Einheitswiirfel den
Ausdruck

k, := Gesamtldnge aller Kanten — Linge aller Flichendiagonalen
+ Lidnge aller Raumdiagonalen + ....,
so ist offenbar i

B, = 211—12 (—1)r+1 (’:) V”—z n=1p .

y=1

Damit ist /, geometrisch gedeutet.

2) Sei f(x) fir » = 0 erkldirt und beliebig oft differenzierbar. Es bezeichne Af(x) :=
f (¥ + 1) — f(x), 4%f(x) := 4[4 f(x)]. Dann ist

”

A"f(x):Z(—l)"‘”(Z)f(x-{-v) n=1,2,...; x=0.

y=0
Andererseits ergibt n-fache Anwendung des Mittelwertsatzes fiir geeignete (von » und #»
abhingige) Zwischenwerte £, mit 0 < §, < »:

Arf(x) = [A*" )] lovt=[A""2(B)])" losta= ... = [ (x + &) .
Fiir f(#) = )/ folgt

_ a
lp=(=1)**ign ‘/x lg=o= (—1)"+1 dxn Vx I'fn 0<é <n
=1:3:5--(2n—3) 27 ng 12> ¢ n=23,...
3) In = Ipyr = (1P FLANY Jpeg— (1) 2 4741 Y2 |
— an  —
= (—=1)ntign Vx lg=1= (—1)n+1 ann Vx |1+17.,. L 0< <
=1:3:5-(2n—3)277(1+ n,)"7+t12> 0. n=273...

Ich kenne den Grenzwert der Folge nicht.

Aufgabe 483, Démontrer d’une fagon élémentaire qu'il existe pour tout nombre entier
a une infinité des nombres naturels ¥ pour lesquels le nombre x2 4 g est divisible par un
carré d’un nombre naturel > 1. W. SierpIiNsKI, Varsovie
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1. Losung: Bedeutet » eine beliebige natiirliche Zahl, so wird @ + #2 im Fall ¢ = 0
(mod 4) fiir ¥ = 2%, im Fall a = 3 (mod 4) fiir ¥ = 2% — 1 durch 4 teilbar. Ist a = 1
(mod 4), so ist das Binom fiir ¥ = (@ — 1)/2 + % (a + 1)2/4 durch (a + 1)2/4 teilbar. Fiir
a = 1gibt ¥ = 7 + 25 n ein durch 25 teilbares Binom. Ist endlich a = 2 (mod 4), so wird
a + 1)2 ein Teiler des Binoms fiir x = ¢7(3+1)-¢2, wie man aus der Zerlegung

a+rx*=a(l+a)(l—a+a%—ad+ )

erkennt, wo in der zweiten Klammer (2% — 1) (¢ + 1) Summanden stehen, von denen
jeder =1 (mod a + 1) ist. C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht

2vrde Solution: Nous démontrerons la proposition suivante, qui contient celle de
M. SIERPINSKI:

Soit a un entiev donné, n un nombre naturel tel que (a, n) = 1, n® + a + 2% et p un diviseur
premier impair de n® + a. Alors il existe une infinité de nombres naturvels x tels que p? divise
%% -+ a.

Remarquons tout d’abord qu’il suffit de démontrer I'existence d’un seul nombre
naturel, disons x,, tel que p2| 2% + a. En effet, si tel est le cas, on aura également

PlAPE+ %) +a pour [A]=1,2,3,..

Supposons donc que p | #2 + a. C'est dire que la congruence

#? = —a (mod p) (1)
possede les deux racines ¥ = n et ¥ = —n. Il est alors facile d’obtenir, par un procédé bien
connu, deux racines de la congruence

x* = —a (mod p?) . (2)
On procéde comme suit: puisque p |n? + a, il existe un entier m tel que
nr=pm-—a. (3)

De plus, p est impair et (@, n) = 1, d’ou (2 %, p) = 1; il existe donc un et un seul entier s
tel que

2ns+m=0 (modp) et O0=s=p—1. (4)
Posons alors
Fp=n+sp; (5)
ce sera une racine de (2). En effet, (5) donne
23, =02+ 2nsp (modp?, (6)
ou encore, en portant (3) dans (6) et en tenant compte de (4),
x%, = —a (mod p?) .
On obtient de la méme maniére une racine x,, de (2) en partant de la racine ¥ = —#» de (1).

On démontrerait de la méme fagon la proposition plus générale suivante:

Soient a et b deux entiers donnés, premiers entre eux, n un nombre naturel tel que (a, bn) = 1
et p un diviseur premier impaiv de b n? + a. Alors pour tout nombre naturely il existe une infinité
de nombres naturels x tels que pr divise b x* + a. J. StriNiG, Ziirich

Der Aufgabensteller bemerkt, dass man folgende beiden Aussagen beweisen kann:
1) Ist f(#) ein Polynom mit ganzen Koeffizienten, so gibt es unendlich viele ganze Zahlen
m, so dass f(m) durch das Quadrat einer Primzahl teilbar ist. 2) Zu jeder natiirlichen Zahl»
existiert eine ganze Zahl a so, dass die Zahlen 12 + a, 22 + g, ..., #* + a quadratfrei sind.

Weitere Losungen sandten H. GAEBELEIN (Helmstedt), O. REUTTER (Ochsenhausen),
E. RoramunD (Wallisellen).

Aufgabe 484. Let G be the centroid of a triangle 4,4,4, and
w0 =XA;_1As4;y, Bi=%4i.GA4,, (1=1,2,3).



92 Neue Aufgaben

Prove the formula

po_yr(_1
27 =§ ( sine; Ctgﬁi) ’
where p is the perimeter and r the inradius of the triangle. C. KARANICOLOFF, Sofia

Lésung: Bezeichnet man mit s; = A4; S; die Schwerlinien, so folgt z. B. aus dem Dreieck
A, G A, nach dem Cosinus-Satz:
453+ 453 —9a

008y = 8s,s
1°2

Entsprechend erhdlt man aus der Beziehung 34 4,G A4, =4 A4, A, A, fiir sinf, den
Ausdruck sinf; = 3 p #/4 s, s, und somit

453+ 453 — 9a}
6pr

Beniitzt man die Beziehung 4 s? = 2 a3 + 2 a? — a4} und die entsprechenden fiir s, und s,,
so wird
2a;

Zcotﬂiz——zyp.

Schliesslich folgt aus 24 A, Ay A3 = a, a;sina, = p v usw. 1/sina; = 2a,a,/2pr usw.

und damit .
1 14 p
2(sina,. —°°tﬁf)= 2pr 27"

cotf; =

K. ScHULER, ROTTWEIL
O. REUTTER (Ochsenhausen) bemerkt, dass die Formel der Aufgabe auch gilt, wenn G
der Hohenschnittpunkt eines spitzwinkligen Dreiecks ist. Er bildet das Produkt der
Relationen p = Y a;, 1/r = X 1/h; (a; = Seite, h; = Hohe, i = 1, 2, 3) und erhilt pfr =
2} (1/sina; + ctga;). Die Formel der Aufgabe ist also mit der Relation J ctga; +
2 ctgf; = 0 dquivalent, die fiir den Fall des Hohenschnittpunkts trivialerweise erfiillt ist.
Weitere Losungen sandten H. FrRiscHKNECHT (Berneck), H. GAEBELEIN (Helmstedt),

F. LEUENBERGER (Feldmeilen), E. RotHMUND (Wallisellen), K. ZacHARIAS (Berlin).

Neue Aufgaben

Aufgabe 505. Es sei I der Inkreismittelpunkt des Dreiecks 4 BC. Befindet sich I auf
der Eulerschen Geraden, so ist das Dreieck gleichschenklig.
ESsTHER SZEKERES, Sydney/Australien

Aufgabe 506. y = y(») sei eine in der Umgebung U des Nullpunktes beliebig oft
differenzierbare Funktion. y(0) = 0, ¥’(0) & 0 werde vorausgesetzt. Man zeige, dass dann
firallen =1, 2, 3, ... gilt

an—1 x I d " an
= o] o (e o™ {5 #00) o
wobei x(y) die zu y(x) inverse Funktion ist. - G. BacH, Braunschweig

Aufgabe 507. Man beweise: Ist R die reelle affine Ebene und P eine endliche Punkt-
menge von R und treffen alle Geraden und alle Kreise von R, die P in drei Punkten
treffen, P sogar in vier Punkten, so sind die Punkte von P entweder kollinear oder kon-
zyklisch. HeiNz LUNEBURG, Mainz
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Aufgabe 508. Es bedeute {a,, a,, ..., a,} das kleinste gemeinsame Vielfache der
natiirlichen Zahlen a,, a,, ..., a,. P, < ps < ... sei eine unendliche Teilfolge P’ der
Folge P aller Primzahlen. a, < a, < ... sei die Folge aller natiirlichen Zahlen, in deren
Primzahlzerlegung nur Primzahlen aus P’ vorkommen. Man beweise, dass

> e
& {ay, ag, ..., ay)

immer irrational ist. Fiir P’ = P ist das die Aufgabe 308 [El. Math. 74, 39 (1959)].
) P. ErDos

Aufgaben fiir die Schule

Es wird kein Anspruch auf Originalitit der Aufgaben erhoben; Autoren und Quellen werden im allgemeinen

nicht genannt. Die Daten fiir Aufgaben aus der Darstellenden Geometrie sind durchweg so festgelegt, dass

der Ursprung des Koordinatensystems in der Mitte des linken Randes eines Blattes vom Format A4 gewihlt

werden soll, x-Achse nach rechts, y-Achse nach vorn, z-Achse nach oben, Einheit 1 cm. Anregungen und
Beitrage sind zu senden an Prof. Dr. WiLL1 LUssy, Biielrainstrasse 51, Winterthur.

1. Von einem geraden Kreiskegelstumpf sind die Héhe %~ und der Umfang des Achsen-
schnitts 2 s gegeben. Fiir die Oberfliche findet man
1

- 2 _ 2
F 2n(s h?) .

2. Zwei Kreise mit den Radien R und # beriihren sich von aussen. Eine gemeinsame
dussere Tangente begrenzt mit zwei Kreisbogen ein konvexes Flachenstiick, das um die
Zentrale der beiden Kreise rotiert. Das erzeugte Volumen ist

_47m Ry

3 R4
3. Ein rechtwinkliges Tetraeder hat die Ecken O(0; 0; 0),4(a; 0; 0), B(0,b; 0), C(0; 0; ¢c).
Fiir die Winkel des Dreiecks 4 BC gilt

o

ctga:ctgf:ctgy=a%:b%: 2

4. M sei der Mittelpunkt der Umkugel des rechtwinkligen Tetraeders O (0;0,0), 4 (a;0;0),
B (0;a;0),C (0;0; a). Die vier Kugeln um O, 4, B und C, die durch M gehen, schneiden
sich zu je dreien in den vier Punkten O’, 4’, B’ und C’. Zeige, dass diese vier Punkte in
einer Ebene liegen.

p Man findet: M(a/2; a/2; a/2),0'(a/6; a/6; al6), A'(—a/2;a|2; a/2), B'(a]2; —a[2;a/2),
C’(a/2; a/2; —a/2). Die vier Punkte liegen in der Ebene x + y + 2 = a/2.

5. ABCD ist ein ebenes oder windschiefes Viereck. Man teilt AB in M und CD in N so,
dass
AM DN AD

MB NC  BC*
Die Gerade M N bildet mit AD und BC gleiche Winkel.

p Zeichne die Parallelogramme DAME und CBMF. Die Punkte E, N, F liegen in
einer Gerade. M N ist Winkelhalbierende im Dreieck EMF.

Bemerkung zu Aufgabe 3, El. Math. 79, 140 (1964).
Ich werde darauf aufmerksam gemacht, dass Herr PAuL FINSLER die angegebene
Naherung fiir die Neuneckseite schon 1938, Comm. Math. Helv. 70, Seite 247 vertffent-
lichte, und zwar wurde sie da auf systematische Weise entwickelt.
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