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Uber mehrklassige,
aber eingeschlechtige reell-quadratische Zahlkérper

In einer gemeinsamen Arbeit [1]1) haben ANKENY, CHOWLA und ich kiirzlich be-
wiesen, dass die mit Primzahlen $ der Form

p=4n3+1 (n,> 1, keine Primzahl)
gebildeten, bekanntlich eingeschlechtigen reell-quadratischen Zahlkodrper

K= P(/»
mehrklassig sind. (V?)
Der Beweis beruhte auf dem Hilfssatz:

Eine diophantische Gleichung der Form
%2 — (m241)y2= +m
mat nichiquadratischem m kann nur fiir m = 2 n losbar sein.

Dieser Hilfssatz wiederum — in einer schwicheren Gestalt bereits von DAVENPORT
an ANKENY mitgeteilt — liess sich ganz einfach auf Grund der Tatsache herleiten, dass
die Grundeinheit des reell-quadratischen Zahlkorpers

K=P({/n*+1)
explizit angebbar ist, ndmlich als
e=mn+ ]/;12—+—1 mit der Norm N(g) = —1.

Man brauchte dann nur zum Ausdruck zu bringen, dass — sofern die fragliche dio-
phantische Gleichung iiberhaupt 16sbar ist — aus ihrer kleinsten positiven Losung x, y
durch Multiplikation der zugeordneten ganzen Zahl

p=x+yVn2+1 von der Norm N(u) = +m

aus K oder vielmehr ihrer Konjugierten 4’ mit der angegebenen Grundeinheit ¢ von
K eine mindestens ebenso grosse Lésung hervorgeht.

1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 59.
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Wie nun bereits RicHAUD bekannt war [2] und durch DEGERT bewiesen wurde [3],
ist auch noch fiir weitere Typen reell-quadratischer Zahlkarper

K= P(]/l_)) (D > 0, quadratfrei)
die Grundeinheit ¢ explizit angebbar. Bezeichne # das absolut-nichste Ganze zu |/ D,
so dass also )
D=n24+7 mit —n<r<n

ist, und sei fiir den Rest » die Teilbarkeitsbedingung

erfiillt. Dann hat man r|4m
e=n-+ ]/B mit N(g) = —sgnr fir |r|=1
(ausgenommen der Fall D =5, n=2,r = 1),
£ = _’?;*’._2@_ mit N(e) = —sgnr fir |7| =4,
_ @ni+n+2n)D mit N(g) = +1 fur |7| = 1,4

|

(wihrend fiir |7| = 1,4 der letztgenannte Ausdruck das Quadrat der Grundeinheit
und im Ausnahmefall die angegebene Einheit ¢ = 2 + ]/5_ der Kubus der Grund-
einheit ist).

Der Davenport-Ankenysche Hilfssatz ldsst sich auf einige dieser Richaud-
Degertschen Korpertypen in nicht-trivialer (auf andere nur in trivialer) Weise verall-
gemeinern, und man erhilt damit dann Mehrklassigkeitsnachweise. Ein solcher Nach-
weis ist allerdings nur fiir eingeschlechtige Kérper K von Interesse, da ja sonst die
Mehrklassigkeit von vornherein feststeht. Eingeschlechtige reell-quadratische Zahl-
kérper K sind nach der Geschlechtertheorie genau diejenigen, fiir welche D von
einem der vier Typen
P D=]§, g, 24¢, qq
mit Primzahlen $ =1 mod. 4 und ¢, ¢ = —1 mod. 4 ist!), von dem hier uninteres-
santen Einzelfall D = 2 abgesehen.

Im folgenden wird zunéchst in § 1 das Davenport-Ankenysche SchluBschema ganz
allgemein, ohne explizite Kenntnis der Grundeinheit ¢ entwickelt.

Fiir die Anwendung auf die eingeschlechtigen Korper K vom Richaud-Degertschen
Typus wird ferner in § 2 ermittelt, welche Reste 7 bei diesen Kérpern allein in Frage
kommen. ‘

Sodann wird in § 3 untersucht, in welchen der so resultierenden Fille das Daven-
port-Ankenysche SchluBschema nicht-triviale Abschitzungen liefert und welche
Mehrklassigkeitsaussagen sich aus ihnen ergeben.

1) Siehe hierzu etwa H. Hassg, Zahlentheorie, 2. Auflage, Berlin 1963, § 26, 8 und § 29, 3. — Alle diese
Korper haben ungerade Klassenzahl. Fiir den ersteren Typus ist dies eine wohlbekannte Tatsache (am
angefiihrten Ort, Seite 566); fiir die letzteren drei Typen (am angefiihrten Ort, Seite 567) erkennt man es
daraus, dass sonst die engere Klassengruppe mehr als einen Zyklus von 2-Potenzordnung enthielte (am
angefiithrten Ort, Seite 499, Abb. 40c), wihrend doch nach dem Hauptsatz iiber die Geschlechter (am an-
gefiihrten Ort, Seite 497) bei genau zwei Diskriminantenprimteilern (2, ¢, bzw. ¢, ¢') nur ein solcher Zyklus
vorhanden ist.
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Schliesslich werden in § 4 {iber die blosse Mehrklassigkeit hinaus noch einige be-
merkenswerte untere Abschitzungen fiir die Klassenzahl gewisser eingeschlechtiger
Korper vom Richaud-Degertschen Typus gegeben.

§ 1. Das Davenport-Ankenysche Schluf3schema

Je nachdem D = 1 mod. 4 oder D = 2, 3 mod. 4 ist, sind die ganzen Zahlen aus K
bei der Darstellung durch die Basis 1, )/ D mit Nenner 2 (und ganzen mod. 2 kon-
gruenten Koordinaten) oder okne Nenner 2 (mit beliebigen ganzen Koordinaten) an-
zusetzen. Es sei dementsprechend '

s:ﬁigﬁl mit  Nie) = 2% = £1 (u, 0> 0) (1a)
bzw.
e=u-+o)/D mit N =u-Dt= 41 (u,v>0) (1b)

die Grundeinheit von K, und es bestehe fiir ein nicht-quadratisches » die diophan-
tische Gleichung
. .
tm= EEPE N mit = 2P y>0 @)
bzw.

tm=x2—Dy* =N(p) mit u=x+y)D (xy>0). (2b)

a) D =1mod. 4
Multiplikation der Konjugierten u’ mit der Grundeinheit ¢ ergibt

u x — Duy \2 vx—uy>2
R S

u x — Dyy VX —UY =
2 t 2 VD
2

mit Ney') = 4+m= (

4

Wird also ohne Einschrinkung y als minimal vorausgesetzt, so hat man notwendig

vx—uy| o
2 I_____y.

Das bedeutet entweder v x = (u + 2) y und damit die Abschitzung

2\2
(u*i-4)_D 2

u?+4u+4— Dv?
4 y2

vV
l

(tym =

oder v x < (u — 2) y und damit die Abschitzung

© 2y w—2

(+) ( ¢ )_D W 4ut4—Dt | I N(8)=+ll
= 4 y2§ 4 2 = u (s
’ ~ % fir N =1

wobei links notwendig im ersteren Falle +m, im letzteren Falle —m steht. Damit ist
bewiesen:
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Hilfssatz 1a. Aus dem Bestehen der diophantischen Gleichung (2a) mit nichi-qua-
dratischem m folgt notwendig die Ungleichung

u u

m = ;;2 fiir N = +1, mzvz fiir N =-1,

wo u, v die Koordinaten der Grundeinheit ¢ aus (1a) sind.

b) D = 2, 3 mod. 4

Indem man in vorstehendem SchluBschema x, y, #, v durch 2%, 2y, 24, 2 v er-
setzt (wobel dann die Abschidtzung y2 = 1 durch (2 y)? = 4 zu ersetzen ist), erhilt
man ganz entsprechend:

Hilfssatz 1b. Aus dem Bestehen der diophantischen Gleichung (2b) mit nicht-qua-
dratischem m folgt notwendig die Ungleichung

2 (u—1)

m=——5— fir N() = +1, mg—z—“

v2

fiir  N(g) = -1,

wo u, v die Koordinaten der Grundeinheit ¢ aus (1b) sind.

J § 2. Die bei eingeschlechtigen Kérpern vom Richaud-Degertschen
Typus moglichen Reste

Fiir die Ermittlung der bei eingeschlechtigen Kérpern

K:P(VD), D=¢p,q,2q9,q9¢
vom Richaud-Degertschen Typus
D=w+r, —n<r=n, 7r|4n

moglichen Reste 7 ist zu unterscheiden, ob das nidchste Ganze » zu ]/5 gerade oder
ungerade ist. Es mag geniigen, die einfachen Schliisse, die zum Ausschluss gewisser,
mit den Bedingungen nicht vertriglicher Reste fiihren, ohne viel Text aneinander-
zureihen. Fiir die verbleibenden Fille werden jeweils Beispiele angegeben.

a) D=p=1mod. 4
p=n2+r, —n<r=n, 7|d4n.

n gerade = r =1mod. 4, r|n, 7| p, r = p oder 1.
r = p = n = 0; unmoglich.
r =1 moglich; Beispiel p =5 = 22 4 1.
n ungerade = v =0 mod. 4, 7/4|n, 7[4|p, r = 44 p oder {-4.
r =44 p = —3 p = #n?; unmoglich.
r=—4p=>5p=n2 p=>5 n=>5, r=—4n < —n; unmdglich.
r = +4 moglich; Beispiel p = 29 = 5% + 4.
r=—4=>p=m+2) (n—2),p=35n=3,r=—4< —3 = —n; unmdglich.
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Hilfssatz 2a. Ber D = p = 1 mod. 4 liegt der Richaud-Degertsche Typus nur vor fiir
p=n?+1 (ngerade), p=n2+4 (nungerade).

b) D=g¢g=—1mod. 4

g=nt+r, —nu<r=n, r|d4n.
n gerade = r = —1 mod. 4, r|n,«r|q, r = ¢ oder —1.
r = q = n = 0; unmoglich.
r=—1=¢g=(n+1) (n—1), g=3, »n=2; moglich, einziges Beispiel
g=3=2t-1.

n ungerade = r = 2 mod. 4, 7/2|n, 7/2|q, r = +2q oder 2.
r =+2q = —q = »n?%; unmoglich.
r=—2q=>3q=mn% g=3, n=3, r=—2n < —n; unmoglich.
r = + 2 moglich; Beispiele ¢ = <1% _ g: f gl, notwendig ¢ = {3 ggg g
(nach zweitem Erginzungssatz).
Hilfssatz 2b. Ber D = q = —1 mod. 4 liegt der Richaud-Degerische Typus, von
dem Einzelfall ¢ = 3 = 22 — 1 abgesehen, nur vor fiir

g=n*+2 mit g=3mod.8, g¢g=n*—2 mit q=7mod. 8 (nungerade).

c) D=2q mit ¢q=—1mod. 4

2g=n2+r, —n<r=mn, r|d4n.
n gerade = v =2 mod. 4, r/2|n, 7/2|q, r = +2 ¢ oder + 2.
r = +2q = n=0; unmoglich.
r = —2q = 4 q = n%; unmoglich.

: notvendis ¢ < ;23 3

(nach zweitem Ergidnzungssatz).

r = 4+ 2 moglich; Beispiele 2 ¢ = {g : ~3, — i

n ungerade = r = —3 mod. 8, r|n, r|q, r = —g mit ¢ = 3 mod. §,

3g=mn?% q=3, n=3, r=—n; unméglich.

Hilfssatz 2c. Bei D = 2 q mit ¢ = —1 mod. 4 liegt der Richaud-Degertsche Typus
nur vor fiir
2g=mn*4+2 mit ¢g=3mod.8, 2g=n*—2 mit ¢q=T7mod.8 (n ungerade) .

d D=qq mit ¢q,q9'=—1mod. 4

g9 =n*+7r, —n<r=n, r|4n.
n gerade = r =1mod. 4, r|n, r|qq', r=q4q, —q, —¢, 1.
r = qq' = n = 0; unmoglich.
r=—qg=q(q +1)=n? gq|n, ¢<n, ¢ =nmdglich;
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Beispiel ¢ ¢’ = 3 - 11 = 6% — 3; notwendig ¢ < ¢'.

r = 1 unmoglich (nach erstem Ergdnzungssatz).

n ungerade = r =0 mod. 4, 7/4|n,r/4|qq',r= +4qq’, +44q, +44, +4.
r=+4q9q¢ = —3qq = n?; unmoglich.
r=—4¢gq = 5qq = n?;, unmoglich.
v = 44 g moglich; Beispiele ¢ ¢’ = g ;? - ig: * ig}, notwendig ¢ < ¢’
(denn mit # = ¢ n, hat man ¢’ = ¢ #,* 4+ 4 mit 4 ¢ < #, also 4 < #n,, und daher
g =216g—4=14q9+ (29—4) =149 + 2).
r = +4 unmoglich (nach erstem Ergidnzungssatz).

r = —4 moglich; Beispiel ¢¢' =3 -7 = 5% — 4.

Hilfssatz 2d. Bet D =qq' mit q, ¢ = —1 mod. 4 und q < q' liegt der Richaud-
Degertsche Typus nur vor fiir

’

gq'=n2—q (ngerade), qq' =n*+4q (nungerade), qq =n®>—4 (n ungerade).

§ 3. Mehrklassigkeitsaussagen

Bekanntlich ist K= P()/D) nur dann einklassig, wenn fiir jede in K zerlegte
Primzahl m, also fiir jede Primzahl m mit (D/m) = 1, die diophantische Gleichung

x? — Dy?

e
losbar ist. In den Hilfssitzen 1a, b wurde nun fiir die Kérper K vom Richaud-
Degertschen Typus eine durch die Grundeinheit ¢ von K bestimmte Schranke s der-
art angegeben, dass bei Lésbarkeit jener Gleichung notwendig m = s ist. Um K als
mehrklassig zu erweisen, geniigt es demnach, die Existenz einer Primzahl m fest-
zustellen, die den folgenden beiden Forderungen geniigt:

(£)=1, m<s.

=4m(D=1mod.4) bzw. 22— Dy?2= 4 m (D =2,3mod.4)

m

Nachstehend wird fiir die eingeschlechtigen Korper K vom Richaud-Degertschen

Typus, wie sie in den Hilfssdtzen 2a, b, c, d ermittelt wurden, jeweils die Schranke s

aus der nach RICHAUD-DEGERT bekannten Grundeinheit ¢ gebildet. Soweit s mit D

gross wird, ergeben sich dann durch auf der Hand liegende Erfiillung der angegebenen

beiden Forderungen Mehrklassigkeitsaussagen, die jeweils durch das kleinste Zahlen-
beispiel belegt werden.

a) D=p=1mod. 4, r=1
p=n*+1 (ngerade), n=2mn,, p=4ni+1.

e=2ny+9p, NE=-1, u=4n,, v=271,
U
“373“
1) Dass dieses £ im Richaud-Degertschen Ausnahmefall $ = 5 nicht die Grundeinheit (sondern ihr

Kubus) ist, macht fiir die Anwendung von Hilfssatz 1a nichts aus. Jedoch entfillt dieser Ausnahmefall
sowieso dadurch, dass fiir den Schluss auf Mehrklassigkeit #, > 1 zu fordern sein wird.

§ = =7Z0.
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Die erste Forderung (p/m) = 1 ist ersichtlich fiir jeden Primteiler m von #, erfiillt.
Bei solcher Wahl von m ldsst sich auch die zweite Forderung m < #, erfiillen, wenn
nur #, > 1 und keine Primzahl ist, also echte Primteiler besitzt. Somit gilt:

Satz 1a. Die recll-quadratischen Zahikorper P()/p) mit Primzahlen p der Form
=4n+1 >1, ke ) l
sind mehrklassig. DMt 1 (=1, keine Primzahl)
Es ist dies das eingangs zitierte Ergebnis aus [1].
Kleinstes Beispiel: p = 257 = 162 + 1 (m = 2).
b) D=p=1mod. 4, r =4
p=n>+4 (nungerade) .

£=n+21/_p_, Ne=-1, u=n, v=1.

—u-—
S——'v—z—-n.

Die erste Forderung (p/m) = 1 ist ersichtlich fiir jeden Primteiler » von n (aber
wegen p = 5 mod. 8 nicht auch fiir m = 2) erfiillt. Bei solcher Wahl von m ldsst sich
auch die zweite Forderung m < #» erfiillen, wenn nur #» > 1 und keine Primzahl ist,
also echte Primteiler besitzt. Somit gilt:

Satz 1b. Die recll-quadratischen Zahlkirper P()/ p) mit Primzahlen p der Form

— n? 1 e Primaahl
sind mehrklassig. p=ni+4 (n>1, keine Primzahi)

Kleinstes Beispiel: p = 229 = 152+ 4 (m = 3 oder 5).

Da die Klassenzahlen der Korper P(}/p) von SCHAFFSTEIN bis 12000 tabelliert
sind [4], besagen die Sitze 1a, b erst jenseits dieser Grenze etwas Neues. Beim Ver-
gleich mit jenen Tabellen hat sich iibrigens herausgestellt, dass die unter Satz 1b fal-
lende Primzahl p = 1229 = 352 + 4 von SCHAFFSTEIN iibersehen wurde.

In den Fillen

D=g¢q oder 2¢q mit ¢g=-1mod. 4, r=4+2

s=(nzil)+nVB, N =+1, u=n?+l, v=mn,
also s=z(u-l) 2(n’il)—l '

hat man

v? n?

=2.

Da demnach die Forderung m < s hier fiir keine Primzahl m erfiillt ist, erhdlt man
in diesen Fillen keine Mehrklassigkeitsaussagen.
¢c) D=gqq mit ¢q,¢d =—1mod. 4 (¢q<¢), r=—4
g9 =n*—4=(n—2)(n+2) (nungerade), ¢g=n-—-2, ¢ =n+2.

n+zqu,, Ne)=+1, u=n, v=1.

E =

u— 2

i =n-—2.
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Die erste Forderung (¢ ¢'/m) =1 ist erfiillt fiir jeden Primteiler » = 1 mod. 4 von
n, aber nicht auch fiir m = 2; denn nach dem ersten bzw. zweiten Erginzungssatz
hat man

(5)- (- () ()= e e,

Die zweite Forderung m < n — 2 lauft fiir Teiler m von » auf m < » hinaus, weil ja
sicherlich » > 3 und daher # — 2 1 # ist. Somit gilt:

Satz 1c. Die reell-quadratischen Zahlkérper P (}qq') mit Primzahlen q, ¢ = —1

mod. 4 von der Form ,
g=n—2, qgd=n+2

sind mehrklassig, wenn n einen echten Primieiler m = 1 mod. 4 enthdlt, oder also wenn
n = (a® + b2) t mit teilerfremden a, b > 0 und t > 1 ist.
Kleinstes Beispiel: qq' = 43 - 47 = 452 — 4 (m = 5).

d D=gqq mit q,¢=—1mod. 4 (¢g<g¢q), r=—¢q
gqg =n*—q (ngerade), n=gny, ¢ =gng—1 (n,gerade).

e=(2gnE—1) +2n)qq, N =+1, u=4gni—2, v=4n,.

_x—2_gm-—1 _ q-(/nf

v? 4nd 4

Die erste Forderung (g ¢'/m) = 1 ist erfiillt fiir jeden Primteiler m + 2 von #, mit
(m/q) = 1, sowie auch fiir m = 2, falls ¢ = ¢’ mod. 8; denn nach dem Reziprozitits-
gesetz bzw. dem zweiten Ergidnzungssatz hat man

49\ _ (=9 _ (™ 99\ _ (_1\ae-1)4
(m) (m) (q)’ (2) (=1) '
Die zweite Forderung m < [q — (1/nd)]/4 lduft wegen ny, =2 auf m < (¢ — 3)/4
hinaus. Somit gilt:

Satz 1d. Die reell-quadratischen Zahlkirper P ([ q q') mit Primzahlen q, ¢ = —1
mod. 4 (¢ < ¢') und

’

¢ =n2—q oderalso ¢ =gqni—1

sind mehrklassig, wenn n, einen ungeraden Primieiler m < (¢ — 3)/4 mit (m/q) = 1
enthdlt sowie auch, wenn ¢ = 11 und q = q¢' mod. 8 ¢st.
Kleinstes Beispiel: ¢q' = 11 -43 = 222 — 11 (m = 2).

~

e) D=gqq¢ mit q,9¢=—1mod. 4 (q<q’), r=4¢
gqqg =n*+4q (nungerade), n=gqmn,, ¢ =gqns+4 (n,ungerade).

2 '
(qno+2)2+"oqu , Ne=+1, u=gqgni+2, v=mn,.

& =

u— 2
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Die erste Forderung (¢ ¢’'/m) = 1 ist erfiillt fiir jeden Primteiler m von #, mit
(/q) = (—=1)"-V/2 aber nicht auch fiir m = 2; denn nach dem Reziprozititsgesetz
bzw. dem zweiten Ergidnzungssatz hat man

(40) - (38)= () rmmn(2). ()= o ey,

Die zweite Forderung verlangt m < ¢. Somit gilt:
Satz le. Die reell-quadratischen Zahikorper P () qq') mit Primzahlen q,q = —1

mod. 4 (¢ < ¢') und
qqg =n2+4q oderalso ¢ =gqnd+4
sind mehrklassig, wenn ny einen Primteiler m < q mit (m)q) = (—1)"-V/12 enthilt,
Kleinstes Beispiel: qq' =7 -67 =212+ 4.7 (m= 3).

fy D=gqq mit ¢,¢=—1mod. 4 (g<¢q), r=—4gq
gq¢' =n*—4gq (nungerade), n=gmn,, ¢ =gn;—4 (nungerade).

2 7
(g n§ 2)2+ 7o Vq4q . N(g)
w—2  gng—4 4

=41, u=qui—2, v=rmn,.

& =

v2 ni - ng’

Die erste Forderung (g ¢’'/m) = 1 ist erfiillt fiir jeden Primteiler m von », mit
(m/q) = 1, aber nicht auch fiir m = 2; denn nach dem Reziprozitdtsgesetz bzw. dem
zweiten Ergdnzungssatz hat man

99 _ (—*9)\ _ (—9)\ _ (™ 99\ _ (_1y@@-1/4 _ (_1\(-1l-q _ _
o) = (57) = G = (7)) (%) = (oeromies oayoemmroes 1.

m m m q

Die zweite Forderung m < q — (4/nf) lduft wegen n, = 3 auf m < ¢ hinaus. So-
mit gilt:

Satz 1f. Die reell-quadratischen Zahlkorper P (J/qq') mit Primzahlen g, q' = —1
mod. 4 (¢ < ¢') und
qqg =mn*—4q oderalso q =qni—4

sind mehrklassig, wenn ny einen Primteiler m < q mit (m/q) = 1 enthdlt.
Kleinstes Beispiel: q ¢ = 11.271 = 555 — 44 (m = 5).

§4. Untere Abschiitzungen der Klassenzahl

Vor den Sitzen 1a, b, c wurde festgestellt, dass die Schranken u/v? bzw. (4 —2)/v?
aus Hilfssatz 1a fiir die in jenen Sitzen behandelten Kérpertypen P( VD) jeweils die

Werte -

s=—, s=mn, s=n—2

haben, also mit den Koérperdiskriminanten

D=p=n*+1, D=p=n*4+4, D=gqgq =n*—4
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iiber alle Grenzen wachsen. Daraus lassen sich fiir jene Korpertypen P(}/D) leicht
untere Abschitzungen der Klassenzahl #(D) gewinnen, aus denen insbesondere her-
vorgeht, dass 4(D) mit D iiber alle Grenzen wichst, sofern es unendlich viele Kérper
des betr. Typus gibt.

Satz 2a. In der Folge der Primzahlen p von der Form
p=02mk2+1

mit irgendeiner festen Primzahl m besteht fitr die Klassenzahl h(p) von P()/p) die untere

Abschiitzung
h(p) g logl/ (P - 1)/4 .

logm

Satz 2b. In der Folge der Primzahlen p von der Form
p—(mB)?+4

mit irgendeiner festen Primzahl m + 2 besteht fiir die Klassenzahl h(p) von P()/p) die
untere Abschitzung

h(p) - logyp—4

= logm
Satz 2c. In der Folge der Primzahlpaare q, ¢' = —1 mod. 4 von der Form
g=mk—2, ¢d=mk+2
mit irgendeiner festen Primzahl m =1 mod. 4 besteht fiir die Klassenzahl h(q q') von
P (Vqq') die untere Abschitzung
, log(Vqq’ +4—2
hgq) = og ( 99 )

logm )

Beweis. Fiir die zu betrachtenden Diskriminanten
D=p=02mk2:+1, D=p=mk2+4, D=gqqg=mk?2—4

hat die feste Primzahl m, wie bereits vor den Sidtzen 1a, b, ¢ festgestellt, die Eigen-
schaft (Dfm) = 1, zerfillt also in den Kérpern P(}/D) in zwei (zueinander konju-
gierte) Primdivisoren. Sei ¢ die Ordnung von deren (zueinander reziproken) Klassen,
also der kleinste positive Exponent, fiir den die diophantische Gleichung

L= L2
16sbar ist. Nach Hilfssatz 1a hat man dann notwendig m* = s, also in den einzelnen
Fillen

m‘é’"k=p:1, mzmk=p—4, mz=mk—-2=qq¢ +4—-2.

Da die Klassenzahl A(D) ein Vielfaches der Ordnung e ist, gelten diese Abschidtzungen
erst recht mit dem Exponenten 4(D) statt e. Das ergibt durch Logarithmierung die
Behauptungen.
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Schlussbemerkung (gemeinsam mit S. CHOwLA). Beachtet man, dass die Zihler
rechts in den Abschédtzungen aus den Sitzen 2a, b, c jeweils asymptotisch gleich
log ]/5 sind, so erhdlt man aus jenen prdzisen unteren Abschitzungen die asympto-
tischen unteren Abschidtzungen

liminf - *®)_ > 1
D—oo  log)D logm

b

giiltig in den betrachteten Diskriminantenfolgen, sofern diese nicht abbrechen, das
heisst sofern es unendlich viele Primzahlen p bzw. Primzahlpaare ¢, ¢’ des betr.
Typus gibt. In dieser asymptotischen Form besagen die in Rede stehenden Abschit-
zungen nichts Neues. Vielmehr hat ja SIEGEL ganz allgemein die asymptotische untere
Abschitzung

WD) loge = + 3 (—3) > DW= fir D> D,(6)
n=1

bei beliebigem 6 > 0 bewiesen [5], und in den hier betrachteten Richaud-Degertschen
Fillen ist die Grundeinheit ¢ < 2)/D (bzw. sogar < }/D), also loge =0 (log /D) = 0(D?)
fir beliebiges 6 > 0, so dass in diesen Fillen #(D) mindestens von der Ordnung
O(DW2 -9 (statt nur O(log)/D)) unendlich wird. Wiahrend aber bei SIEGEL die
Schranke Dy(60), oberhalb derer die asymptotische Abschidtzung gilt, nicht effektiv
angegeben wird, sind die prazisen Abschdtzungen aus den Sdtzen 2a, b, ¢ von dieser
Unbestimmtheit frei, geben also tiber das Siegelsche Ergebnis hinausgehende Infor-
mationen. Hermut Hasse, Hamburg
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Packing of 18 Equal Citcles on a Sphere

The largest possible angular diameter of 18 (or 19) equal circles which can be
packed on the surface of a sphere has not yet been determined. Suggested values for
17 and 20 circles have been published [1] [2]1). These values serve as bounds for the
possible values to be derived for 18 and 19 circles.

The best known arrangement for 20 circles is shown in Figure 1. If the circles at
the poles are removed, then the remaining 18 circles are still locked in static equi-
librium. If, in addition, the adjacent rings of 3 circles are removed, then 6 circles can
be replaced to form the stable arrangement shown in Figure 2. Surprisingly, the

1) Numbers in brackets refer to References, page 61.
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