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Über mehrklassige,
aber eingeschlechtige reell-quadratische Zahlkörper

In einer gemeinsamen Arbeit [l]1) haben Ankeny, Chowla und ich kürzlich
bewiesen, dass die mit Primzahlen p der Form

p 4 n\ + 1 (nQ > 1, keine Primzahl)

gebildeten, bekanntlich eingeschlechtigen reell-quadratischen Zahlkörper

K P(]/p)
mehrklassig sind. r 7

Der Beweis beruhte auf dem Hilfssatz:

Eine diophantische Gleichung der Form

x2 -(w2+l)y2= ±w
mit nichtquadratischem m kann nur für m^2n lösbar sein.

Dieser Hilfssatz wiederum - in einer schwächeren Gestalt bereits von Davenport
an Ankeny mitgeteilt - liess sich ganz einfach auf Grund der Tatsache herleiten, dass

die Grundeinheit des reell-quadratischen Zahlkörpers

k p (|/^TT)
explizit angebbar ist, namhch als

e n + j/w2 + 1 mit der Norm N(e) —1

Man brauchte dann nur zum Ausdruck zu bringen, dass - sofern die fragliche
diophantische Gleichung überhaupt lösbar ist - aus ihrer kleinsten positiven Lösung x, y
durch Multiplikation der zugeordneten ganzen Zahl

pi, x 4- y yn2 + 1 von der Norm N(/a) ±m
aus K oder vielmehr ihrer Konjugierten pd mit der angegebenen Grundeinheit e von
K eine mindestens ebenso grosse Lösung hervorgeht.

*) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 59.



50 H Hasse Uber mehrklassige, aber eingeschlechtige reell quadratische Zahlkorper

Wie nun bereits Richaud bekannt war [2] und durch Degert bewiesen wurde [3],
ist auch noch fur weitere Typen reell-quadratischer Zahlkorper

K P(|/d) (D > 0, quadratfrei)

die Grundeinheit e explizit angebbar Bezeichne n das absolut-nächste Ganze zu ]/D,
so dass also

D n2 + r mit —n<Cr^n
ist, und sei fur den Rest r die Teübarkettsbedmgung

r I 4* nerfüllt Dann hat man '

e =_ n + j/l) mit N(e) — sgnr fur \r\ 1

(ausgenommen der Fall D 5, n =- 2, r — 1),
n + ]fD ._,e ^ mit N(e) —sgnr fur \r\ 4

(2 n2 + r) + 2 n ]/D AT/ x
e J Z___|_T _____ mit iV(g) +1 für \r\ 4= 1,4

(wahrend fur \r\ 1,4 der letztgenannte Ausdruck das Quadrat der Grundeinheit
und im Ausnahmefall die angegebene Einheit s 2 + ]/5 der Kubus der Grundeinheit

ist)
Der Davenport-Ankenysche Hilfssatz lasst sich auf einige dieser Richaud-

Degertschen Korpertypen m nicht-trivialer (auf andere nur m trivialer) Weise
verallgemeinern, und man erhalt damit dann Mehrklassigkeitsnachweise Em solcher Nachweis

ist allerdings nur fur eingeschlechtige Korper K von Interesse, da ja sonst die
Mehrklassigkeit von vornherein feststeht Eingeschlechtige reell-quadratische
Zahlkorper K smd nach der Geschlechtertheone genau diejenigen, fur welche D von
einem der vier Typen

D p, q, 2q, qq

mit Primzahlen p 1 mod 4 und q, q' — 1 mod 4 ist1), von dem hier uninteressanten

Einzelfall D 2 abgesehen
Im folgenden wird zunächst m § 1 das Davenport-Ankenysche Schlußschema ganz

allgemein, ohne exphzite Kenntnis der Grundeinheit s entwickelt
Fui die Anwendung auf die eingeschlechtigen Korper K vom Richaud-Degertschen

Typus wird ferner in § 2 ermittelt, welche Reste r bei diesen Korpern allein m Frage
kommen

Sodann wird m § 3 untersucht, in welchen der so resultierenden Falle das
Davenport-Ankenysche Schlußschema mcht-tnviale Abschatzungen liefert und welche
Mehrklassigkeitsaussagen sich aus ihnen ergeben

l) Siehe hierzu etwa H Hasse, Zahlentheorie, 2 Auflage, Berlm 1963, § 26, 8 und § 29, 3 - Alle diese
Korper haben ungerade Klassenzahl Fur den ersteren Typus ist dies eme wohlbekannte Tatsache (am
angeführten Ort, Seite 566), fur die letzteren drei Typen (am angeführten Ort, Seite 567) erkennt man es
daraus, dass sonst die engere Klassengruppe mehr als emen Zyklus von 2 Potenzordnung enthielte (am
angeführten Ort, Seite 499, Abb 40 c), während doch nach dem Hauptsatz uber die Geschlechter (am
angeführten Ort, Seite 497) bei genau zwei Diskriminantenpnmteüern (2, q, bzw q, q') nur em solcher Zyklus
vorhanden ist
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Schliesslich werden in § 4 über die blosse Mehrklassigkeit hinaus noch einige
bemerkenswerte untere Abschätzungen für die Klassenzahl gewisser eingeschlechtiger
Körper vom Richaud-Degertschen Typus gegeben.

§ 1. Das Davenport-Ankenysche Schlußschema

Je nachdem D 1 mod. 4 oc\er D =2,3 mod. 4 ist, sind die ganzen Zahlen aus K
bei der Darstellung durch die Basis 1, \fD mit Nenner 2 (und ganzen mod. 2

kongruenten Koordinaten) oder ohne Nenner 2 (mit beliebigen ganzen Koordinaten)
anzusetzen. Es sei dementsprechend

u 4 v ]/D ,T/ N
u2 — Dv2 1 / ^ ~x ,-, x

e \ y mit N(e) r ±1 (u, v > 0) (la)
bzw.

e u + v j/D mit N(e) u2 - Dv2 ± 1 (u, v > 0) (lb)

die Grundeinheit von K, und es bestehe für ein nicht-quadratisches m die diophan-
tische Gleichung

±m= *' ~ Py2
N(M) mit /.=

^ + y)/g („, y>0) (2a)

bzw.

± w x2 - Dy2 N(fi) mit ju x 4- y fJD (x, y > 0) (2b)

a) D=l wo^. 4

Multiplikation der Konjugierten // mit der Grundeinheit s ergibt

u x — Dvy v x — uy %/j^ u x — Dvy \2]/D (ux - Dvy \2
__ Divx- uy\z

mit N(e/A') ±m=
^ 2 ' \ 2

2 ""w -M-r/ -^'" 4

Wird also ohne Einschränkung y als minimal vorausgesetzt, so hat man notwendig

v x — uy ^y2

Das bedeutet entweder v x ^± (u + 2) y und damit die Abschätzung

(^)2- D
^ u> + 4 „ + 4 - IV __ 1^ fÜr *« +1)

|-J für iV(_) -l)(_,»__ 4 y2^ 4„, -,w
o„er v # ?g (u — 2) 3/ und damit die Abschätzung

(^f-D 2_4w+4_^2 i-^A für iV(e) +l|
(+)w ^ X V / y2 < 4v2 \ u

\~v2 für N(e)

wobei links notwendig im ersteren Falle 4- m, im letzteren Falle — m steht. Damit ist
bewiesen:
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Hilfssatz la. Aus dem Bestehen der diophantischen Gleichung (2a) mit
nicht-quadratischem m folgt notwendig die Ungleichung

m ä -^ä— für N(e) 4-1 m ^ -^ fur N(e) -1

wo u, v die Koordinaten der Grundeinheit e aus (1 a) sind

b) D 2, 3 mod 4

Indem man in vorstehendem Schlußschema x, y, u, v durch 2 x, 2y, 2u, 2v
ersetzt (wobei dann die Abschätzung y2 ^ 1 durch (2 jy)2 ^4 zu ersetzen ist), erhalt
man ganz entsprechend

Hilfssatz Ib. Aus dem Bestehen der diophantischen Gleichung (2b) mit
nicht-quadratischem m folgt notwendig die Ungleichung

m ^ 2 (U~ X)
fur N(e) +1, m^^ fur N(e) =- -1

wo u, v die Koordinaten der Grundeinheit e aus (Ib) sind

§ 2. Die bei eingeschlechtigen Korpern vom Richaud-Degertschen
Typus möglichen Reste

Fur die Ermittlung der bei eingeschlechtigen Korpern

K P()/D), D p,q,2q, q q'

vom Richaud-Degertschen Typus

D n2 4- r — n < r ^n r\4n
möglichen Reste r ist zu unterscheiden, ob das nächste Ganze n zu ]/D gerade oder
ungerade ist Es mag genügen, die einfachen Schlüsse, die zum Ausschluss gewisser,
mit den Bedingungen nicht vertraglicher Reste fuhren, ohne viel Text aneinanderzureihen

Fur die verbleibenden Falle werden jeweils Beispiele angegeben

a) D — p 1 mod 4

p — n2 4- f > —nKr^n, r\4 n

n gerade => r 1 mod 4, r \ n, r | p, r p oder 1

r p => n 0, unmoghch

r 1 moghch, Beispiel p 5 22 -f 1

w ungerade => r =0 mod 4, r/41 w, r/4\p, r ± 4 ^> oder ± 4

y =_ -j-4_£ => —3^ w2, unmoghch

r _4^> =>5^==n2^==-5j w 5> r==—4#<_Wj unmoghch

f 4-4 moghch, Beispielp 29 52 4- 4

^ —4 => _^ (w 4- 2) (^ — 2), p 5, w 3, r —4 < —3 — n, unmoghch
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Hilfssatz 2 a. Bei D—p l mod. 4 liegt der Richaud-Degertsche Typus nur vor für
p n2 + 1 (n gerade) p n2 4- 4 (n ungerade)

b) D q — 1 wod. 4

£ ^2_|_^ _ ^ < f <: ^ > r\4n
n gerade => r — 1 mod. 4, r\n,*r\q, r q oder —1.

r q ^> n 0; unmöglich.

y=__1_>£=(^4-1) (^ _ 1), ^r 3, w 2; möglich, einziges Beispiel
3 22 - 1

^ ungerade => r 2 mod. 4, r/21«, r/2\q, r ±2q oder 4:2.

r -\-2q => —q n2; unmöglich.

r — 2q => 3 q n2, q 3, n 3, r — 2 w < — n; unmöglich.

r - 4:2 möglich; Beispiele {*7 I 311 *}; notwendig 9 {7 Sod! s}

(nach zweitem Ergänzungssatz).

Hilfssatz 2b. Bei D q —1 mod. 4 Zwg'tf ^r Richaud-Degertsche Typus, von
dem Einzelfall q 3 22 — 1 abgesehen, nur vor für

q n2 4- 2 w*Z # 3 mod. 8 q n2 — 2 *m'Z # 7 mod. 8 (w ungerade)

c) D 2 q mit q — 1 wo^. 4

2 # w2 4- f —n<r^n, r\4n.
n gerade => r 2 mod. 4, r/21 w, r/21 q, r ± 2 # oder ± 2.

r=4-2#=>w 0; unmöglich,

r —2q=> 4 q n2; unmöglich.

r ± 2 möglich; Beispiele 2 ^ {2
• 7 4-2 — 2/; notwendig £ |7 ™°d; 8|

(nach zweitem Ergänzungssatz).

n ungerade => r — 3 mod. 8, r\n, r\q, r —q mit # 3 mod. 8,

3 q w2, £ 3, w 3, r — n; unmöglich.

Hilfssatz 2c. Bei D 2 q mit q — 1 mod. 4 liegt der Richaud-Degertsche Typus
nur vor für
2 q n2 + 2 ww'Z # 3 mod. 8 2q^n% — 2 mit q~l mod. 8 (w ungerade)

d) D — qq' mit q, q' —1 wodL 4

££'== ^2 _j_ 7,
^ _n<r^n, r\4n.

ngerade => r 1 mod. 4, r\n, r\qq\ r qq', —q, —qr, 1.

r q q' => n 0; unmöglich,

f — ^ => ^ (^ -f. l) n2, q\n, q < n, q'^n möglich;
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Beispiel g g' 3 • 11 =^= 62 - 3; notwendig q < q'.

r 1 unmoghch (nach erstem Ergänzungssatz).

n ungerade =*- r 0 mod. 4, r/4\n, r/4\q q', r ±4 q q', ±4 q, 4:4 #', ±4.
r 4-4 q q' => — 3 q q' ^2; unmoghch.

r_ _ 4 ^ ^' ^ 5^^'===w2. unmoghch.
13

• 79 152 4- 12l
3 • 71 152 — 12i> notwendig q < q'

(denn mit n qn0 hat man <?' qn02 4: 4 mit 4 q ^ n, also 4 ^ n0, und daher
?' ä 16 q - 4 ä 14 4- (2 - 4) ^ 14 + 2).

r 4-4 unmöglich (nach erstem Ergänzungssatz).

r —4 möglich; Beispiel q q' 3 • 7 52 — 4.

Hilfssatz 2d. Ät D qq' mit q, q' — 1 mod. 4 ww^Z q< q' liegt der Richaud-
Degertsche Typus nur vor für
qq' — n2— q (n gerade), qq' n2 ±4q (n ungerade), qq' n2 — 4 (n ungerade)

§3. Mehrklassigkeitsaussagen

Bekanntlich ist K P(]/D) nur dann einklassig, Wenn für jede in K zerlegte
Primzahl m, also für jede Primzahl m mit (D/m) 1, die diophantische Gleichung

y ± m (D 1 mod. 4) bzw. x2 - Dy2 ± m (D 2, 3 mod. 4)

lösbar ist. In den Hilfssätzen la, b wurde nun für die Körper K vom Richaud-
Degertschen Typus eine durch die Grundeinheit e von K bestimmte Schranke s derart

angegeben, dass bei Lösbarkeit jener Gleichung notwendig m ^ s ist. Um K als

mehrklassig zu erweisen, genügt es demnach, die Existenz einer Primzahl m
festzustellen, die den folgenden beiden Forderungen genügt:

(w) m < s

Nachstehend wird für die eingeschlechtigen Körper K vom Richaud-Degertschen
Typus, wie sie in den Hilfssätzen 2a, b, c, d ermittelt wurden, jeweils die Schranke s

aus der nach Richaud-Degert bekannten Grundeinheit s gebildet. Soweit s mit D
gross wird, ergeben sich dann durch auf der Hand hegende Erfüllung der angegebenen
beiden Forderungen Mehrklassigkeitsaussagen, die jeweils durch das kleinste
Zahlenbeispiel belegt werden.

a) D p 1 mod. 4 r 1

p n2 4- 1 (n gerade), w 2 w0 £ 4 w2, 4- 1

e 2«04-£, N(e) -1, u 4n0, v 21)

u
S TT *tyj — "0 •

*) Dass dieses e im Richaud-Degertschen Ausnahmefall p 5 nicht die Grundeinheit (sondern ihr
Kubus) ist, macht für die Anwendung von Hilfssatz la nichts aus. Jedoch entfällt dieser Ausnahmefall
sowieso dadurch, dass für den Schluss auf Mehrklassigkeit n0 > 1 zu fordern sein wird.
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Die erste Forderung (p/m) 1 ist ersichtlich für jeden Primteiler m von n0 erfüllt.
Bei solcher Wahl von m lässt sich auch die zweite Forderung m < n0 erfüllen, wenn
nur n0 > 1 und keine Primzahl ist, also echte Primteiler besitzt. Somit gilt:

Satz la. Die reell-quadratischen Zahlkörper P(\^p) mit Primzahlen p der Form

p 4 nl 4- 1 (nQ > 1, keine Primzahl)
sind mehrklassig.

Es ist dies das eingangs zitierte Ergebnis aus [1].
Kleinstes Beispiel: p 257 162 4- 1 (tn 2).

b) D p 1 mod. 4, r 4

£ w2 + 4 (» ungerade)

s= n+/^, N(e) -1, u n, v l.
w

s — nv2

Die erste Forderung (p/m) 1 ist ersichtlich für jeden Primteiler m von n (aber
wegen ^> 5 mod. 8 nicht auch für m 2) erfüllt. Bei solcher Wahl von m lässt sich
auch die zweite Forderung m < n erfüllen, wenn nur n > 1 und keine Primzahl ist,
also echte Primteiler besitzt. Somit gilt:

Satz Ib. Die reell-quadratischen Zahlkörper P{]/p) mit Primzahlen p der Form

f T
^> n2 4- 4 (w > 1 keine Primzahl)

sind mehrklassig.
Kleinstes Beispiel: p 229 152 + 4 (m 3 odei 5).
Da die Klassenzahlen der Körper P(]/p) von Schaffstein bis 12000 tabelliert

sind [4], besagen die Sätze la, b erst jenseits dieser Grenze etwas Neues. Beim
Vergleich mit jenen Tabellen hat sich übrigens herausgestellt, dass die unter Satz lb
fallende Primzahl p 1229 352 -f 4 von Schaffstein übersehen wurde.

In den Fällen

D q oder 2 q mit q — 1 mod. 4 r ± 2
hat man

e (n2 4-1) 4- * yD _V(e) 4-1, u n2 ±1 v n,
alS° ^2(,-l)==2(n2±l)-l^2>

*

v2 n2 ~—

Da demnach die Forderung m < s hier für keine Primzahl m erfüllt ist, erhält man
in diesen Fällen keine Mehrklassigkeitsaussagen.

c) D qq' mit q, q' =s —1 mod. 4 (q < #')» f ~~4

q q' n2 — 4 (w — 2) (n 4- 2) (^ ungerade) q n — 2 q' n + 2

w - 2 „
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Die erste Forderung (qq'/m) 1 ist erfüllt für jeden Primteiler m 1 mod. 4 von
n, aber nicht auch für m 2; denn nach dem ersten bzw. zweiten Ergänzungssatz
hat man

(*£) - fif) - (4) - ^{m~m> (¥) - (-d«"--1"4- (-ir-1' 4)-]= -i •

Die zweite Forderung m < n — 2 läuft für Teiler m von ^ auf m < n hinaus, weil ja
sicherlich n > 3 und daher n — 2 f n ist. Somit gilt:

Satz lc. Die reell-quadratischen Zahlkörper P (\/q q') mit Primzahlen q, q' — 1

mod. 4 von der Form
q n — 2 y' n + 2

sind mehrklassig, wenn n einen echten Primteiler m 1 mod. 4 enthält, oder also wenn
n (a2 4- o2) Z wt'Z teilerfremden a, b > 0 wwcZ Z > 1 ^'sZ.

Kleinstes Beispiel: q q' 43 • 47 452 — 4 (w 5).

d) D q q' mit q, q' —1 moi. 4 (q < q'), r —q

q q' n2 — q (n gerade) n q n0 q' q nl — 1 (n0 gerade)

e=(2qt%-l)+2n0]/qq'9 N(e) - 4-1 u 4qn\~2, v 4 n0

w_2_ qn%-l - (1/w2)

Die ersZe Forderung (qq'/m) 1 ist erfüllt für jeden Primteiler m =f= 2 von w0 mit
(m/^) 1, sowie auch für m 2, falls q q' mod. 8; denn nach dem Reziprozitätsgesetz

bzw. dem zweiten Ergänzungssatz hat man

ß.)-(2)-(?)- (¥)=<-')'¦*•--l)/4
I i —_— i — i — X I

Die ^ze^'Ztf Forderung m < [q — (1/wq)]/4 läuft wegen n0 ^ 2 auf m^(q — 3)/4
hinaus. Somit gilt:

Satz Id. Die reell-quadratischen Zahlkörper P (\/q q') mit Primzahlen q, q' — 1

mod. 4 (ff < #') wwi 9
q q n2 — q oder also q q n^ — 1

smi mehrklassig, wenn n0 einen ungeraden Primteiler m ^ (q — 3)/4 ?m'Z (m/^) 1

enthält sowie auch, wenn q _i_ 11 ««<Z q q' mod. 8 *sZ.

Kleinstes Beispiel: q q' 11 • 43 222 - 11 (w 2).

e) D q q' mit q, q' —1 mod. 4 (q < g'), r 4 #

qq' — n2 4- 4 # (w ungerade) n qnQ t q' qn\-\- 4 (n0 ungerade)

6 J_J_L_____±_^__i_I> *(_) +!, «-K + 2. —«,.
w — 2
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Die erste Forderung (q q'/m) 1 ist erfüllt fur jeden Primteiler m von n0 mit
(m/q) (—l)(m~1)/2> aber nicht auch fur m 2, denn nach dem Reziprozitatsgesetz
bzw dem zweiten Ergänzungssatz hat man

d)=(•£) -(£) (-1),M-1,/2(f). (¥) - (-1)1" -1,M- -i«-™+'- -i
Die ^zmZtf Forderung verlangt m < q Somit gilt

Satz le. Die reell-quadratischen Zahlkorper P (]/q q') mit Primzahlen q, q' —1

mod 4 (q < #') w^Z

# #' w2 + 4 £ o^r aZso q' q nl -{- 4

sind mehrklassig, wenn nQ einen Primteiler m < q mit {m/q) ==_ (—l)(ro-i)/2 enthalt
Kleinstes Beispiel qq' =7 67 212 -f- 4 7 (w 3)

f) D q qf mit q, q' —1 woi 4 (# < g') r — 4 q

q q' n2 — 4 q (n ungerade) n q n0 q' q n\ — 4 (w0 ungerade)

e= {qnl - V W°^ *<-)-+l. —,«»-2. p-h,
_w— 2_^w§ — 4_ 4

Die erste Forderung (q q'/m) 1 ist erfüllt fur jeden Primteiler m von n0 mit
(m/q) 1, aber nicht auch fur m 2, denn nach dem Reziprozitatsgesetz bzw dem
zweiten Ergänzungssatz hat man

ttfl - (41) - te) - ¦ (¥) - <-'>"• -""= <-'>»-""" - -»•
Die zweite Forderung m < q — (4/n%) lauft wegen n0 ^ 3 auf m < q hinaus

Somit gilt

Satz lf. Die reell-quadratischen Zahlkorper P (j/# q') mit Primzahlen q,q' —1

mod 4 (q < £') wwi

q q' n2 — 4 q oder also q' q nl — 4

sind mehrklassig, wenn n0 einen Primteiler m < q mit (m/q) 1 enthalt
Kleinstes Beispiel qq' 11 271 555 - 44 (w 5)

§ 4. Untere Abschätzungen der Klassenzahl

Vor den Sätzen la, b, c wurde festgestellt, dass die Schranken u/v2 bzw (u — 2)/v%

aus Hilfssatz la fur die m jenen Sätzen behandelten Korpertypen P(]/D) jeweils die
Werte n

s —-, s w, s n — 2

haben, also mit den Korperdisknmmanten

D p==n2+1, D p~n2 + 4, D qq' n2-4
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über alle Grenzen wachsen. Daraus lassen sich für jene Körpertypen P(j/D) leicht
untere Abschätzungen der Klassenzahl h(D) gewinnen, aus denen insbesondere
hervorgeht, dass h(D) mit D über alle Grenzen wächst, sofern es unendlich viele Körper
des betr. Typus gibt.

Satz 2a. In der Folge der Primzahlen p von der Form

p=(2mk)2+l
mit irgendeiner festen Primzahl m besteht für die Klassenzahl h(p) von P(]/p) die untere
Abschätzung

m > ___4_ZJ_7i.vr/ ~~ logm

Satz 2h. In der Folge der Primzahlen p von der Form

p (m k)2 + 4

mit irgendeiner festen Primzahl m 4= 2 besteht für die Klassenzahl h(p) von P(\/p) die
untere Abschätzung

ÄW>i__J_____i.

Satz 2c. In der Folge der Primzahlpaare q, q' —1 mod. 4 von der Form

q m k — 2 q' mk + 2

mit irgendeiner festen Primzahl m 1 mod. 4 besteht für die Klassenzahl h(q q') von
P (\/q q') die untere Abschätzung

%?-)>______^_I_____l.
\? i i — logm

Beweis. Für die zu betrachtenden Diskriminanten

D p (2 m k)2 4- 1, D p (m k)2 4- 4 D qq' ^= (mk)2 - 4

hat die feste Primzahl m, wie bereits vor den Sätzen 1 a, b, c festgestellt, die Eigenschaft

(D/m) 1, zerfällt also in den Körpern P(]/D) in zwei (zueinander konjugierte)

Primdivisoren. Sei e die Ordnung von deren (zueinander reziproken) Klassen,
also der kleinste positive Exponent, für den die diophantische Gleichung

x2 - Dy2

lösbar ist. Nach Hilfssatz la hat man dann notwendig me ^ s, also in den einzelnen
Fällen

me ^mk= ^~ 1
mg^mk p-4, me^mk-2 qq' + 4-2.

Da die Klassenzahl h(D) ein Vielfaches der Ordnung e ist, gelten diese Abschätzungen
erst recht mit dem Exponenten h(D) statt e. Das ergibt durch Logarithmierung die

Behauptungen.
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Schlussbemerkung (gemeinsam mit S. Chowla). Beachtet man, dass die Zähler
rechts in den Abschätzungen aus den Sätzen 2a, b, c jeweils asymptotisch gleich
logj/D sind, so erhält man aus jenen präzisen unteren Abschätzungen die asymptotischen

unteren Abschätzungen

lim inf ^L> l

gültig in den betrachteten Diskriminantenfolgen, sofern diese nicht abbrechen, das
heisst sofern es unendlich viele Primzahlen p bzw. Primzahlpaare q, q' des betr.
Typus gibt. In dieser asymptotischen Form besagen die in Rede stehenden Abschätzungen

nichts Neues. Vielmehr hat ja Siegel ganz allgemein die asymptotische untere
Abschätzung

Ä(Z))log£ i-2,i(™)>Z)(1/2)"9 für D>D0(d)
n 1

bei beliebigem 0 > 0 bewiesen [5], und in den hier betrachteten Richaud-Degertschen
Fällen ist die Grundeinheit s < 2]/D (bzw. sogar < ]/D), also löge 0 (log]/D) 0(Dd)
für beliebiges 6 > 0, so dass in diesen Fällen h(D) mindestens von der Ordnung
0(D{1I2)~6) (statt nur O(log\/D)) unendlich wird. Während aber bei Siegel die
Schranke D0(Q), oberhalb derer die asymptotische Abschätzung gilt, nicht effektiv
angegeben wird, sind die präzisen Abschätzungen aus den Sätzen 2 a, b, c von dieser
Unbestimmtheit frei, geben also über das Siegeische Ergebnis hinausgehende
Informationen. Helmut Hasse, Hamburg
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Packing of 18 Equal Circles on a Sphere

The largest possible angular diameter of 18 (or 19) equal circles which can be

packed on the surface of a sphere has not yet been determined. Suggested values for
17 and 20 circles have been pubhshed [1] [2]1). These values serve as bounds for the
possible values to be derived for 18 and 19 circles.

The best known arrangement for 20 circles is shown in Figure 1. If the circles at
the poles are removed, then the remaining 18 circles are still locked in static equi-
librium. If, in addition, the adjacent rings of 3 circles are removed, then 6 circles can
be replaced to form the stable arrangement shown in Figure 2. Surprisingly, the

x) Numbers in brackets refer to References, page 61.
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