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Aufgaben 13

Verlängert man die Strecken u, v, w von Bild 6, so ergibt sich der Satz (Bild 7): Fur
3 Strecken a', b', c' durch P, die parallel zu (und zwischen) den Seiten a, b, c verlaufen,
gilt die Formel

a'+f + - 2-abc
Auch hier ist P nicht auf das Innere des Dreiecks beschrankt.

I. Paasche, München
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Aufgaben

Aufgabe 469. Wie gross ist der maximale Bruchteil der Flache einer Ellipse E vom
Achsenverhaltnis A a/b, den man mit zwei kongruenten, zu E ähnlichen Ellipsen ohne
gemeinsamen Flachenteil überdecken kann, wenn letztere ganz innerhalb von E liegen

C. Bindschedler, Kusnacht

Losung des Aufgabenstellers Die beiden eingeschriebenen Ellipsen müssen sich
offensichtlich im Mittelpunkt O von E berühren Gibt es (erster Fall) eine zu E ähnliche Ellipse
E', fur welche die grosse Halbachse von E Nebenachse ist, so ist E' maximal Das lineare
Ahnhchkeitsverhaltnis ist dann a/2 b X/2 Der Vergleich der Krümmungen von E und E'
im Berührungspunkt gibt die Bedingung

_^4<i_. oder As.?.".
b 2 a

Die relative Flachenbedeckung 0 von E durch die beiden Ellipsen E' ist A2/2.
Eme maximale Ellipse E' durch O kann E höchstens dann m einem einzigen Punkt

berühren, wenn dieser em Scheitel ist. Fur einen Nebenscheitel von E wäre 0 — 1/2, was
nicht optimal ist. Es sei nun (zweiter Fall) E' doppelt berührend. Die Gleichungen von E
und E' seien

E b2x2 + a2y2-a2b2 0, E\ f(x)=b2x2 + a2y2-a2b2 + a2b2(oLX + ßy~-l)2=*0,

wobei a x + ß y — 1 0 die Gleichung der Beruhrungssehne ist. Fur den Kegelschnitt
Z alk xt xk 0 (m homogenisierten rechtwinkligen Koordinaten) ist

J «12

(«u + a22)2

eme Ähnhchkeits-InVariante (4 J tg2cp, mit cp als Winkel zwischen den beiden (m
unserem Fall imaginären) Asymptoten). Die Anwendung dieser Formel auf E und E' fuhrt
auf die Bedingung

(a2 + b2)2 (1 + a2 a2 + ß2 b2) [a2 b2 (a2 + ß2) + a2 + b2]2
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oder mit u +|/l + ä"2ö2TT2^>

(a2 + 62) w a2 b2 (a2 + £2) + a* + b2

Zusammen mit der Defmitionsgleichung fur u findet man fur a und ß die Gleichungen

a2 a2 (a2 - b2) a2 (u2 - 1) - (a2 + b2) (u - 1) (^

02 fc2 (a2 - b2) -b2 (u2 - 1) + (a2 + 62) (u - 1) I

Damit a und ß reell werden, muss 1 < u < A2 a2/fr2 gelten Damit die Beruhrungssehne
E reell trifft, muss u ^ ]/2 sein Fur A2 ^ j/2 kann also keine Doppelberuhrung eintreten
Durch (1) ist (bis auf eme Spiegelung an einer der beiden Achsen oder am Mittelpunkt
von E) eme Ellipse E' durch den Parameter u bestimmt. Wegen der Ähnlichkeit aller
Ellipsen kann man statt der grossten Flache von E' den grossten orthoptischen Kreis von
E' suchen, dessen Durchmesser die Diagonale eines E' umbeschriebenen Rechtecks ist.
Wählt man als Seiten des Rechtecks die Parallelen zu den Achsen von E, so findet man
(aus den partiellen Ableitungen fy 0 bzw. fx 0) die Seitenlangen

J* i£ |/(i^n_7ij7r+0*_*j\ Ay ±g- |/(«» - 1) (1 + a2 a2)

Für die Diagonale d ergibt sich somit mittels (1)

4 (a2 + b2) (u2 - 1)
d2 (Ax)2 + (Ay)2

VI

Die Funktion w1 — u~3 wachst mit u > 1, solange u < |/3 ist Liegt also A im Intervall
V2 < ]/u < A < S[3 so gibt 1* A2 die maximale Ellipse £'. Aus (1) folgt 0 0, die
Beruhrungssehne ist normal zur Hauptachse von E, und man erhalt 0=2 d2/4 (a2 + b2) —

2 (A4 — 1)/A6. Fur A > ^J hegt das Maximum stets bei u j/J. Es wird /? 4= 0, so dass die
Beruhrungssehne schief zu den Achsen von E hegt. Hier ist 0 — 4/3 j/3

Aufgabe 470. K sei eine ebene konvexe beschrankte Punktmenge mit dem Flächeninhalt

F, und Z em beliebiger innerer Punkt von K. Die Gerade durch Z mit dem
Richtungswinkel ot (0 f£ a < 71, Nullrichtung beliebig) hat mit K eme Strecke von der Lange
D(a) gemeinsam. Dann gilt die Ungleichung

71

|f<| fD2(ol) doL^F

in der genau dann Gleichheit besteht, wenn K punktsymmetrisch und Z das Symmetriezentrum

ist. Otmar Reutter, Ochsenhausen, Deutschland

Losung Da K beschrankt und konvex ist, existiert zu jedem Winkel <x em eindeutig
bestimmter Radiusvektor durch Z mit Endpunkt auf dem Rand von K. Seme Lange sei
C(ol), und C(a) ist eme stetige Funktion von a. Es gilt

C(a) -f- C (n -f a) D(a) 0 _£ a < n
und

000
Y /^2(«) <*« - [&{*) C{*) da + fc2(a) da
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Wegen 0 < C(a) < D(<x) fur alle ot folgt hieraus
n

F < -i /_>»(_) da

und °
n n tx

0 0 0

mit Gleichheit genau dann, wenn D(a) 2 C(ol), das heisst C(<x) C(n -f a) ist fur alle a,
also wenn K symmetrisch bezüglich Z ist J Spilker, Freiburg l Br

Aufgabe 471. Demontrer que si n est un entier > 2 et Fn 22" + 1, alors Fn Fn+X Fn+2
est un nombre pseudopremier (Un nombre compose m est dit pseudopremier, s il divise
le nombre 2m — 2 A Rotkiewicz, Varsovie

1 Losung Ich beweise folgende Verallgemeinerung Sei a eine gerade natürliche Zahl,
k und n seien natürliche Zahlen mit n + k -\- 1 _^ an und Fw aan-\- 1 Dann ist m
Fn Fn+X Fn+k pseudoprim bezüglich a, das heisst m ist keine Primzahl und m\am~~1 — 1

Der Fall a k 2 ist die gestellte Aufgabe Aus (Fn — 2) Fn| (Fn+1 — 2) folgt m | Fn+Ä;+i — 2,
wegen w + k + 1 ^ «" gilt m \ aFn~x — 1, und mit (Fn — 1) |m — 1 ergibt sich w|am_1 — 1

Da m nach Definition zusammengesetzt ist, ist m pseudoprim bezüglich a
J Spilker, Freiburg i Br

2 Losung In Verallgemeinerung der Aussage der Aufgabe gilt folgender Satz Ist a > 1

eine natürliche Zahl und

Fn= 1 -f aa"+ a2a"+ + a^"1)«",

dann ist das Produkt Fn Fn+X Fn+r_x (Faktorenzahl r ^ 2) fur jede naturliche Zahl
w 2> y pseudoprim bezüglich a

Im Sonderfall a 2, den die Aufgabe betrifft, ist insbesondere schon das zweigliedrige
Produkt Fn Fn+X fur jedes n 2> 2 pseudoprim m bezug auf 2

Beweis Mit

^- ««"-1 ist F„ A±J-, also FnFn + 1 Fn+r_1 A±^.
Daraus folgt sofort die Behauptung auf Grund des von mir angegebenen Satzes uber
Pseudopnmzahlenx) O Reutter, Ochsenhausen, Deutschland

Eme weitere Losung sandte L Carlitz, Duke University, Durham (USA)

Aufgabe 472. a, b seien teilerfremde naturliche Zahlen Die Anzahl der Losungen der
Diophantischen Gleichung

x y
~~

a

in der Form nicht geordneter Paare natürlicher Zahlen x, y werde mit L(b, a) bezeichnet
Man bestimme 1,(1, a), L(2, a) und L(4, a) m expliziter Form aus der Primzahlzerlegung
von a L Bernstein, Tel Aviv

Losung (nach L Carlitz (Duke University)) Mit (x, y) r, x r u, y r v, (u, v) 1

geht die Gleichung der Aufgabe uber m r u v a (u -f v) Hier gilt u \ a und v \ a, so dass

uv\a Setzt man a u v z, so wird r £ (u + v) Mit G(2) bezeichnen wir die Anzahl der
(nicht geordneten) Paare u, v, fur die (u, v) 1 und uv t gilt Es ist G(l) 1 und
G(t) 2*-1, wenn s die Anzahl der verschiedenen Primteiler von t ist Man hat

2 G(u) 2 G(v) ^2G(uv) (u, v) - 1 u 4= 1 v * 1 (1)

Vgl dieses Heft, S. 7



16 Neue Aufgaben

Wegen a uv z gilt die Darstellung

1.(1, a) =2jG(t) (2)
t\a

Aus der kanonischen Zerlegung

i
folgt bekanntlich

2^=i7(! + A + A2+ •• + #•)• (3)
t\a %

Mit (1) ergibt sich, indem man pk durch 2 G(pk) 2 ersetzt,

l+£2G(t)=YJ(l + 2et), (4)
t\a i

und hieraus

£(l._) -Ul+JT(l + 2«,)j.

Für b — 2 erhalt man wie vorher 2 r u v a (u + v), (u, v) 1. Mit a — uv z wird
2 r # (« + v). Weil a und damit tt und v ungerade smd, ist r immer ganzzahlig Wir haben
also L(2, a) L(l, a).

Fur b 4 und (ungerades) a uv z wird 4 r z (u + v). Somit ist notwendig, dass
u -h v 0 (mod 4), also etwa u 1 (mod 4) und i; ___ 3 (mod 4). Jetzt gilt

L(4, a) =2>W •

/ 3 (mod 4)

Aus der kanonischen Darstellung

a =JJpet* $ Pt=l (mod 4) q3 3 (mod 4)

ergibt sich analog zu (3)

27' yiK1 + p* + ¦ + rt)llli1 + «j+ + rt) IK1 -*. + •¦+ (-1)''S¦tat \ j i
t 3 (mod 4)

Analog zu (4) erhalten wir leicht (1 tritt als Teiler nicht auf)

L(4,a) i-_/J(l + 2et) (r7(l + 2 f,) - (-lff>\

Eine weitere Losung legte J. Spilker (Freiburg 1. Br.) vor. Teillösungen sandten
J. Gaebelein (Helmstedt) und K. Wolff (Glarus).

Neue Aufgaben
Aufgabe 493. Es seien f(t), g(t) zwei stetige periodische Funktionen mit der Periode

2 n, defen erste Fourier-Koeffizienten verschwinden.
2yr %n 2n Zn

I f(t) cost dt ff(t) smt dt / g(t) cost dt / g(t) smt dt 0

0 0 0 0

Ausserdem sei g(t) > 0. Dann hat f(t)/g(t) wenigstens vier Extrema m 0 <L t < 2 n.
Dieser Satz enthalt alle bekannten Satze aus der Verwandtschaft des Vierscheitel-

satzes. Man beweise ihn und finde neue Anwendungen.
H, Guggenheimer, Mmneapohs (USA)



Aufgaben fur die Schule 17

Aufgabe 494. Gegeben sei em C2-Oval und ein innerer Punkt O. Man berechne die
Änderung der Stutzfunktion (gemessen von O aus) relativ zu sich entsprechenden Punkten
in einer Affinitat, fur die O Fixpunkt ist H Guggenheimer, Mmneapohs (USA)

Aufgabe 495. Man bestimme in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Einhüllende

einer Elhpsenschar, wobei (0, 0) gemeinsamer Brennpunkt ist, alle Ellipsen dieselbe
Hauptachse 2 a haben und der Punkt (s, 0) jeder Ellipse angehört (0 < s < 2 a).

F. Götze, Jena

Aufgabe 496. Man zeige, dass die Gleichung

keine rationalen Losungen mit xx x2 xz 4= 0 hat. C. Bindschedler, Kusnacht

Aufgaben für die Schule
Es wird kein Anspruch auf Originalität der Aufgaben erhoben, Autoren und Quellen werden im allgemeinen
nicht genannt Die Daten fur Aufgaben aus der Darstellenden Geometrie sind durchweg so festgelegt, dass
der Ursprung des Koordinatensystems in der Mitte des linken Randes eines Blattes vom Format A4 gewählt
werden soll, #-Achse nach rechts, y-Achse nach vorn, #-Achse nach oben, Einheit 1 cm. Anregungen und

Beitrage sind zu senden an Prof. Dr. Willi Lüssy, Buelramstrasse 51, Winterthur

1. Man betrachtet em Dreieck ABC Der Punkt P bewegt sich auf der Gerade AB. Zeige,
dass die Umkreise der Dreiecke A CP und BCP sich unter einem konstanten Winkel S

schneiden.

t ö=0L+ß.
2. Gegeben sind em fester Kreis k und em fester Punkt A Konstruiere den Winkel

vorgeschriebener Grosse a mit dem Scheitelpunkt A, der aus k eme Sehne gegebener Lange
ausschneidet.

^ Methode: Drehung

3 Einem Halbkreis ist em Trapez emzubeschreiben, das einen Inkreis besitzt.

^ Über dem Durchmesser ist em rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren, m dem eme

Kathete gleich dem nichtanliegenden Hypotenusenabschnitt ist.

4. Jede Seite eines Dreiecks (a, b, c) ist Durchmesser eines Kreises. Man zieht die gemeinsamen

Tangenten an je zwei dieser Kreise. Fur die Tangentenabschnitte gilt

*i h h= (s ~ a) (s - b) (s - c)

^ tx= —- ]Ja2 — (b - c)2 — |/(a + b — c) (a — b + c) und so weiter.

5. Man zeichnet uber der Strecke 2 r den Halbkreis H und uber den Radien die Halbkreise
Hx und H2. Der Kreis kx, der die drei Halbkreise berührt, hat den Radius qx r/1 -3,
der Kreis k2, der Hx, H2 und kx von aussen berührt, hat den Radius q2 r/3-5. Der
Kreis Ä3(g3) berührt Hx, H2 und k2 von aussen, und so weiter. Es gilt

r
6k== (2 k - 1) (2 k + 1)

*

^ Beweis durch vollständige Induktion. Aus dem Ergebnis ersieht man sofort

" 1 1

S (2£-l) (2* +1) 2
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