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Kleine Mitteilungen

und also

k2< (2R- d)2 oder k + d<2R.

Figur 5

In Figur 5 ist für diesen Fall das Dreieck A0AXA2 konstruiert; es wurde dabei
d 1, R 2 und also k2 kl 8,8 genommen. O. Bottema, Delft

Kleine Mitteilungen
Über Pseudoprimzahlen

In El. Math. 19, 36 (1964) hat A. Rotkiewicz gezeigt, dass jede Zahl

a«nt- 1

aa — 1

in bezug auf die natürliche Zahl a > 1 pseudoprim ist, das heisst M ist zusammengesetzt
und M\aM-i— l, also auch M\aM— a. Bei der Durchsicht des Beweises von Rotkiewicz
stellte ich fest, dass die Wahl des relativ grossen Exponenten n2 bei der Zählerzahl nicht
notwendig ist. Vielmehr lässt sich zeigen, dass bereits der Exponent n + 2 dafür
hinreichend ist, dass M für n ^ 2 bezüglich a pseudoprim ist. Ich beweise hier den folgenden

Satz: Ist a > 1 eine natürliche Zahl und

An _•"¦- 1,
dann ist

M :

"^n-t-r

An

für n ^ r ^ 2 (w, r ganz) bezüglich a pseudoprim.

Beweis: Die Zahlen An haben die Eigenschaften Av < Aq für p < q, Ap\Aq und
_4P -f l\Aq-\- 1 für p -£ q, und _4a» -f 1 a^»+1 (p, q, n nicht-negativ, ganz). Daraus folgt
zunächst

An (M - 1) _4n+f - An (4* + 1) (^+r+V - l) Wi + 1) *

mit ganzzahligem g, also _4n + 11M — 1, da (_4n, An -f- 1) 1 • Nun gilt für *& ^ r 2> 2
sicherlich die Ungleichung *& -f f <S an, somit M | _4w+r | Aan a^»+* — 11 a^-1 — 1, letzteres
wegen An-\- 1 \M — 1. Es ist also M\aM~i — l, und M ist auch zusammengesetzt, denn

-^«+i
JV

-^n

hat die Eigenschaften JV | M und 1 < N < M, daf ^2 ist.
O. Reutter, Ochsenhausen
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Über die Primzahlwerte der Funktion x2 + x + c.

Es sei {p} die Menge der ungeraden Primzahlen, c e {p}, und f(x) — x2 + r -f c em
quadratisches Polynom mit der Diskriminante A — 1 — 4 c Bekanntlich ([1], S 48) sind
/(0), /(l), /(2), /(ä) Primzahlen, wenn (Afp) -1 fur alle £ < |//(T), h <c - 2 Das
Beispiel c — 41, h 39 (Euler) ist sehr bekannt Wir zeigen hier auf direktem Wege,
dass die Bedingung

(|) -1 für alle P z)/=f (1)

schon fur f(x) € {p}, 0 <L x <^> c — 2 genügt Im Eulerschen Fall hat man also anstelle der
p < 37 nur die p < 7 zu prüfen Diese Tatsache ist schon von mehreren Autoren als
Korollar von Untersuchungen in quadratischen Korpern gefunden worden [2] [3] Das
Kriterium besitzt allerdings nur einen beschrankten Wert, denn x% + x + c nimmt genau
dann fur 0 ^ x ^ c — 2 Primzahlwerte an wenn der Korper R(yd), d 1 — 4c, die
Klassenzahl 1 hat (vgl [4], S 156) Nach Heilbronn Linfoot gibt es aber höchstens
noch einen einklassigen Korper mit d < —163

Fur unseren Beweis setzen wir h 0,5 (—1 + Y—A/3) Dann ist f(h) —A/3 und aus
(1) folgt f(x) c {p} fur 0 < x < h Esjbleibt zu zeigen, dass f(x) e {p} fur h <Jv < c — 1 gilt
Nun nehmen wir an, dass fur em xQ aus diesem Intervall die Zerlegung f(x0) — n0 m0 mit
2 < n0 < m0 bestehe Aus der fur die "x geltenden Ungleichung ]//(£) < 2 F+ 1 folgt

n0<2x~+l (2)

Offensichtlich ist / (x0 — n0) n0 m0, wo m0 < mQ wegen (2) und m0 eine naturliche Zahl
ist m^ — 1 ist unmöglich, denn dann wäre

xl- n0 + / (xl - n0) x~ < c - 1

im Gegensatz zu
* + /(*) (x + x)2 + c ~ 1 > c ~ 1

x~q — n0 kann nicht im abgeschlossenen Intervall (—h— 1, h) liegen, da sonst/ (x0 — n0)

wegen f(x) / (—x — 1) eme Primzahl wäre und damit m0 1 Somit ist x0 — n0 > h
oder n0 — ~x^ > h + 1 Im ersten Fall setzen wir x0 — n0 ~ ~x~x, im zweiten n0 — x0 — 1 "x[
Wegen f(x) f (—x — 1) ist m beiden Fallen

/ (xq — %) f(%i) n0m9 nx mx, wo nx mm(w0, m0) mx max(w0, m0)

Ferner gilt m beiden Fallen
h < xx < x0

wobei im zweiten Fall (2) zu berücksichtigen ist In gleicher Weise erhalt man jetzt
/ (xx — nx) f(x2) nxmx n2 m2 (mx > 1, n2 ^ m2), wobei

h < x~l< ~x[ <~F0

Das Verfahren fuhrt nach endlich vielen Schritten zu einem Widerspruch Somit ist die
Annahme f(xQ) n0 m0 falsch und f(x0) e {p}

Wegen (c — l)/h 1,5 (l + ]/—AfS) wird das Intervall (0, c — 2) durch h so geteilt,
dass das Verhältnis der Lange des rechten Teils zum linken mit c unbegrenzt wachst
Der Gewinn durch unsere Überlegung wird also immer grosser

K Selucky, Brunn, CSR
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Beitrag zur Geometrie der Bienenzelle1)

Die Erzeugung der Zellen einer Bienenwabe kann auf Grund der Minimalforderung,
die die Zellen unter gewissen Nebenbedingungen bezüglich der Oberflache erfüllen, in
folgender Weise gedacht werden

Man geht von zwei Schichten einer dichtesten Kugelpackung aus. Legt man in den
gemeinsamen Punkten je zweier sich berührender Kugeln die Tangentialebenen an diese
Kugeln, so liegen sämtliche Begrenzungsebenen der Bienenzellen in diesen Tangentialebenen

(Figur 1)

H

Figur 1

Zur Herleitung weiterer elementargeometrischer Beziehungen im Aufbau der
(idealisierten) Bienenwabe werde zunächst nur eme Bienenzelle betrachtet, die sich aus neun
Tangentialebenen an die Kugel R0 in der angegebenen Weise zusammensetzt 5l0 wird von
den Kugeln Rx, R2 und 5t3 m den Punkten Bx, B2 bzw. _93 von unten berührt. Die drei
Tangentialebenen rx, r2, t3 bilden den Boden der Zelle. Diese Bodenflache wird durch die
Schnittgeraden mit den sechs vertikalen Tangentialebenen von R0 seitlich begrenzt Der
Zellboden besteht folglich aus drei Rhomben2), die je einer Tangentialebene von RQ
angehören Die sechs Seitenflächen der Zelle smd Tangentialebenen an die Kugelpaare R0 Rt
(i 4, 5, 6, 7, 8, 9) m ihren gemeinsamen Punkten Verbindet man die Kugelmittelpunkte
M0, Mx, M2, Mz miteinander, so erhalt man em regelmassiges Tetraeder. Der R0 und Rt
(i 1,2,3) gemeinsame Punkt Bt ist Halbierungspunkt der Strecke M0Mt. Die Tangentialebene

rt steht normal auf der Tetraederkante M0Mt Die Ebenen t, schneiden sich auf Grund
der Symmetrieeigenschaften im Schwerpunkt S des Tetraeders (Figur 2).

Passt man das Tetraeder derart m einen Würfel em, dass die Punkte M% in Eckpunkte
des Wurfeis und die Kanten des Tetraeders in Flachendiagonalen des Wurfeis fallen, dann

*) Die Anregung zu dieser geometrischen Betrachtung der Bienenzelle verdanke ich meinem Vater,
Herrn Oberlehrer Hermann Schröder, der den am Schluss vorliegender Note ausgesprochenen Satz bereits
empirisch gefunden hatte.

2) In dem interessanten Aufsatz [7] (vgl das Literaturverzeichnis) wird gezeigt, dass diese Bodengestaltung

fur die offene Zelle nicht die beste ist. Man erhalt bei gegebenem Volumen eine etwas kleinere
Oberflache, wenn man fur den Boden zwei zentralsymmetrische Sechsecke und zwei Rhomben m der
Anordnung eines umgekehrten «Walmdaches» verwendet. Die Sechsecke schhessen am «First» denWinkel 120°

ein und die Firstlange ist gleich der Seite des die Öffnung der Zelle bildenden regulären Sechsecks.
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kommt auch der Schwerpunkt S des Tetraeders in den Mittelpunkt des Wurfeis zu liegen
(Figur 3).

s W^'

fr

/>'* * w

Figur 2 Figur 3

Ferner fallen die Punkte Bt in Mittelpunkte der Seitenflächen des Wurfeis Da ausserdem

CXC2 MQMZ und CXC2 J_ MQMS und SBZ ist, folgt, dass bei dieser Einpassung die

Figur 4

Punkte Cx, C% und damit auch C8 m drei weitere Eckpunkte des Wurfeis fallen. Die Schnittgeraden

(rt Tt) « (SC9)t (t2 ts) (St^), (r8 Tj) « (SCa) liegen daher in drei der vier Raum-
diagonalen des Würfels (Figur 4).
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Hieraus ist nun weiter erkennbar, dass die Rhomben der Basisflache jeweils senkrecht
auf der sie durchsetzenden Wurfelseite stehen Zum Beispiel ist der von den Punkten
SC2CZ aufgespannte Rhombus senkrecht zu der Wurfelseite M0C2MXCZ Ferner smd auch
die zu (SC2) und (SCZ) parallelen Seiten des Basisrhombus Diagonalen eines Wurfeis, den
man auf den gegebenen aufsetzen kann Aus dieser Einbettung der Zelle in den Würfel ist
weiterhin abzulesen, dass sich die Diagonalen m den Rhomben der Basisflache wie 1 j/2
verhalten

Aber auch die vierte Raumdiagonale (SP) des Wurfeis ist eine drei Zellen der Wabe
gemeinsame Kante Diese Zellen sind m entgegengesetzter Stellung bezuglich der bisher
betrachteten angeordnet Jeder der drei Rhomben der Basisflache der ersten Zelle ist
zugleich Rhombus der Basisflache je einer der drei gegenstandigen Zellen Die den drei
gegenstandigen Zellen gemeinsame Kante fallt m die Verbindungsgerade (SP), da (SP)
senkrecht auf der Ebene (CXC2C3) steht Da alle Seitenkanten der Zellen einer (idealisierten)

Wabe untereinander parallel smd und jede Seitenkante der von uns betrachteten
Zelle durch einen Eckpunkt des Wurfeis geht, folgt der Satz Sämtliche Schnittkanten der
Zellen einer Wabe liegen in den Diagonalen eines kubischen Raumgitters

E Schröder, Technische Universität Dresden
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Transversalensätze und Dreieckskoordinaten

In El Math 6 (1951), Seite 59 beweist R Nuscheler folgenden Satz uber die Hohen
Ha, Hb, Hc eines ebenen Dreiecks und deren obere Abschnitte ha, hb, hc

hsL + S |
h* - 2

1^ Hf, He

Diese Tatsache der Bruchsumme 2 ist nicht auf die Hohen beschrankt, sondern gilt fur
irgendwelche Cevatransversalen U, V, W (Nuscheler erwähnt nur noch die Seitenhalbierenden)

und ihre gerichteten unteren Abschnitte u, v, w ^ 0 vom Cevapunkt P bis zu den
Dreiecksseiten in der Gestalt

U — u V — v W — w ______ 4. __ + ___ i
Dies wird meist

u v w
__ (u, v, w m o\

-xj^-v^w"1 \u,v,w>o) w

geschrieben und stellt die fundamentale Beziehung zwischen den Dreieckskoordinaten
u/U, v/V, w/W des Cevapunktes P dar (Bild 1) P darf dabei die gesamte Dreiecksebene
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(auch ausserhalb des Dreiecks) durchlaufen. Die bekannte Beziehung (1) heisst der Frak-
tions- oder Transversalensatz von Euler-Gergonne 1780 (1850 auch Steiner) und
bedeutet offenbar nichts anderes als eme Zusammensetzung des Dreiecksmhalts aus 3 Teil-
dreiecken §p 0 mit Spitzen P uber den ursprünglichen Seiten (man lösche u,v,w, Bild 2),
worauf dieser Tage wiederum A. Siebel hinwies

v i

-P

Bildl

P'

Bild 4

Bild 2

v\P/U

Bild 3

Bild 5

v\P

Bild 6

w>0

Man bestätigt mit (1) leicht

V

V

Bild 7

(--_)(Z-1)(Z-i) - +\U } \ V J \w } u
V_ W_

V w
(2)

Im Falle u, v, w > 0 (P im Inneren des Dreiecks) ist in (2) jede Gleichungsseite 2> 8 mit
Gleichheit genau fur P Schwerpunkt der Dreiecksflache. Dies stellt eme Verschärfung
der ebenen Ungleichung aus [1] dar. Der Beweis ergibt sich mit Bild 1 am einfachsten,
indem man zeigt, dass jede Gleichungsseite von (2) den Wert

(_¦+¦)(*+•)(¦ X

-(_

+ 1)(¦ + 1

X ^ Y ^ Z

)(4+>)

+ 1
z

+ i

mit x y z X YZ (Ceva) hat. Im Falle positiver x, y, z, X, Y, Z ist dann offenbar
x/X -f X/x 2> 2 usw., also der gesamte Ausdruck 2> 8. Die zur Umformung von (2)
verwendete Beziehung

x "*" y w

ist der bekannte Satz von H. van Aubel, vgl H Dorrie, Math. Miniaturen, Breslau 1943,
Seite 73.

Nimmt man noch den Strahlensatz (ähnliche Dreiecke) hinzu, so gilt (1) (2) allgemeiner
fur irgendwelche (also nicht notwendig Ceva-) Ecktransversalen U, V, W des Dreiecks und
die zu ihnen parallelen gerichteten Strecken u, v, w von irgendeinem Punkt P der Dreiecksebene

bis zu den Dreiecksseiten (Bild 3).
Legt man U, V, W in 3 oder 2 Seiten des Dreiecks und auch P m eme Seite (Bild 4 und

5), so ist der Fraktions- oder Transversalensatz (1) von Euler-Gergonne identisch mit
dem Vierstrecken- oder Strahlensatz. Etwas allgemeiner ist der häufige Fall Bild 6 von (1).
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Verlängert man die Strecken u, v, w von Bild 6, so ergibt sich der Satz (Bild 7): Fur
3 Strecken a', b', c' durch P, die parallel zu (und zwischen) den Seiten a, b, c verlaufen,
gilt die Formel

a'+f + - 2-abc
Auch hier ist P nicht auf das Innere des Dreiecks beschrankt.

I. Paasche, München
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Aufgaben

Aufgabe 469. Wie gross ist der maximale Bruchteil der Flache einer Ellipse E vom
Achsenverhaltnis A a/b, den man mit zwei kongruenten, zu E ähnlichen Ellipsen ohne
gemeinsamen Flachenteil überdecken kann, wenn letztere ganz innerhalb von E liegen

C. Bindschedler, Kusnacht

Losung des Aufgabenstellers Die beiden eingeschriebenen Ellipsen müssen sich
offensichtlich im Mittelpunkt O von E berühren Gibt es (erster Fall) eine zu E ähnliche Ellipse
E', fur welche die grosse Halbachse von E Nebenachse ist, so ist E' maximal Das lineare
Ahnhchkeitsverhaltnis ist dann a/2 b X/2 Der Vergleich der Krümmungen von E und E'
im Berührungspunkt gibt die Bedingung

_^4<i_. oder As.?.".
b 2 a

Die relative Flachenbedeckung 0 von E durch die beiden Ellipsen E' ist A2/2.
Eme maximale Ellipse E' durch O kann E höchstens dann m einem einzigen Punkt

berühren, wenn dieser em Scheitel ist. Fur einen Nebenscheitel von E wäre 0 — 1/2, was
nicht optimal ist. Es sei nun (zweiter Fall) E' doppelt berührend. Die Gleichungen von E
und E' seien

E b2x2 + a2y2-a2b2 0, E\ f(x)=b2x2 + a2y2-a2b2 + a2b2(oLX + ßy~-l)2=*0,

wobei a x + ß y — 1 0 die Gleichung der Beruhrungssehne ist. Fur den Kegelschnitt
Z alk xt xk 0 (m homogenisierten rechtwinkligen Koordinaten) ist

J «12

(«u + a22)2

eme Ähnhchkeits-InVariante (4 J tg2cp, mit cp als Winkel zwischen den beiden (m
unserem Fall imaginären) Asymptoten). Die Anwendung dieser Formel auf E und E' fuhrt
auf die Bedingung

(a2 + b2)2 (1 + a2 a2 + ß2 b2) [a2 b2 (a2 + ß2) + a2 + b2]2
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