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und also
< (2R—-d)?, oder B+d<2R.

Figur 5

In Figur 5 ist fiir diesen Fall das Dreieck 4,4, 4, konstruiert; es wurde dabei
d=1, R= 2 und also k2 = k% = 8,8 genommen. O. BoTTEMA, Delft

Kleine Mitteilungen

Uber Pseudoprimzahlen

In El Math. 79, 36 (1964) hat A. RoTkIEwWICZ gezeigt, dass jede Zahl

Mot >
T =Y
in bezug auf die natiirliche Zahl a > 1 pseudoprim ist, das heisst M ist zusammengesetzt
und M|aM-1— 1, also auch M |aM— a. Bei der Durchsicht des Beweises von RoTKiEWICZ
stellte ich fest, dass die Wahl des relativ grossen Exponenten #2 bei der Zahlerzahl nicht
notwendig ist. Vielmehr ldsst sich zeigen, dass bereits der Exponent # + 2 dafiir hin-
reichend ist, dass M fiir » = 2 beziiglich a pseudoprim ist. Ich beweise hier den folgenden
Satz: Ist a > 1 eine natiirliche Zahl und

A, =a"— 1,
dann ist 4,
M = Zn+r
A,

fiir » = r = 2 (n, r ganz) beziiglich a pseudoprim.

Beweis: Die Zahlen A4, haben die Eigenschaften A4, < 4, fir p <gq, 4,4, und
A, + 114, + 1 fiir p < gq, und Ayn+ 1 = adn+1 (p, g, n nicht-negativ, ganz). Daraus folgt
zundchst

Apirt+1

A (M= 1) = 4y — A= () (T - 1) = (4 + 1) ¢

mit ganzzahligem g, also 4, + 1|M — 1, da (4,, 4, + 1) = 1. Nun gilt fir n=2r =2
sicherlich die Ungleichung »n + » < a”®, somit M |4, .| Ayn = adn+1— 1|aM-1— 1, letzteres
wegen A, + 1|M — 1. Esist also M |aM-1— 1, und M ist auch zusammengesetzt, denn

_ Apa
N = A,

hat die Eigenschaften N|M und 1 < N < M, da » = 2 ist.
O. REUTTER, Ochsenhausen
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Uber die Primzahlwerte der Funktion %2 + & + c.

Es sei {p} die Menge der ungeraden Primzahlen, ¢ ¢ {p}, und f(¥) = 22 + » + ¢ ein
quadratisches Polynom mit der Diskriminante 4 = 1 — 4 ¢. Bekanntlich ([1], S. 48) sind
£(0), f(1), /(2), ..., f(k) Primzahlen, wenn (4/p) = —1 fiir alle p < J/f(h), & < ¢ — 2. Das
Beispiel ¢ = 41, h = 39 (EULER) ist sehr bekannt. Wir zeigen hier auf dlrektem Wege,

dass die Bedingung S
A y —4
(?) = —1 fiir alle 2 = l/—:,)— (1)

schon fiir f(x) € {p}, 0 < ¥ < ¢ — 2 geniigt. Im Eulerschen Fall hat man also anstelle der
p < 37 nur die p < 7 zu priifen. Diese Tatsache ist schon von mehreren Autoren als
Korollar von Untersuchungen in quadratischen Korpern gefunden worden [2], [3]. Das
Kriterium besitzt allerdings nur einen beschrankten Wert, denn 42 + » 4+ ¢ nimmt genau
dann fiir 0 < # < ¢ — 2 Primzahlwerte an, wenn der Koérper R(}/d), d =1 — 4¢, die
Klassenzahl 1 hat (vgl. [4], S. 156). Nach HEILBRONN-LINFOOT gibt es aber hochstens
noch einen einklassigen Korper mit d < —163.
Fiir unseren Beweis setzen wir 2 = 0,5 (—1 + [/—4/3). Dann ist f(k) = —4/3 und aus
(1) folgt f(¥) € {p} fiir 0 < x < k. Es bleibt zu zeigen, dass f(x) € {p} fiir 2 <x < ¢ — 1 gilt.
Nun nehmen wir an, dass fiir ein », aus diesem Intervall die Zerlegung f(xo) = My M,y mit
2 < ny < m, bestehe. Aus der fiir die x geltenden Ungleichung l/ f(*) < 2x + 1 folgt
Ny < 2%, + 1. (2)

Offensichtlich ist f (¥, — n,) = 1y Mo, WO m, < m, wegen (2) und m, eine natiirliche Zahl
ist. m, = 1 ist unmoglich, denn dann wire

Ko— Mo+ [ (g —mp) =% <c—1
im Gegensatz zu
x+fx)=Fx+1)24+c—-1>c—1. .

%, — my kann nicht im abgeschlossenen Intervall (—k — 1; k) liegen, da sonst f (x, — )
wegen f(x) = f (—x — 1) eine Primzahl wire und damit m, = 1. Somit ist ¥y — 7, > &
oder ny — %, > h + 1. Im ersten Fall setzen wir x, — #, = #,, im zweiten ny — %y — 1 = #,.
Wegen f(x) = f (—x — 1) ist in beiden Fillen

f (%o — mo) = f(#) = nomg =mymy, WO my=min(ng, mg), m; = max(n,, M) .

Ferner gilt in beiden Fillen —_ =
h < %1 < X,

wobei im zweiten Fall (2) zu beriicksichtigen ist. In gleicher Weise erhdlt man jetzt
f Gy — my) = f () = nymy = nymy (my > 1, my < my), wobei

h <y <2 <.

Das Verfahren fiithrt nach endlich vielen Schritten zu einem Widerspruch. Somit ist die
Annahme f(x,) = n, m, falsch und f(x,) € {p}.

Wegen (¢ — 1)/h = 1,5 (1 + }/—4/3) wird das Intervall (0, ¢ — 2) durch % so geteilt,
dass das Verhiltnis der Linge des rechten Teils zum linken mit ¢ unbegrenzt wichst.
Der Gewinn durch unsere Uberlegung wird also immer grésser.

N K. SELucky, Briinn, CSR
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Beitrag zur Geometrie der Bienenzelle?!)

Die Erzeugung der Zellen einer Bienenwabe kann auf Grund der Minimalforderung,
die die Zellen unter gewissen Nebenbedingungen beziiglich der Oberfliche erfiillen, in
folgender Weise gedacht werden:

Man geht von zwei Schichten einer dichtesten Kugelpackung aus. Legt man in den
gemeinsamen Punkten je zweier sich berithrender Kugeln die Tangentialebenen an diese
Kugeln, so liegen simtliche Begrenzungsebenen der Bienenzellen in diesen Tangential-
ebenen (Figur 1).

)

Figur 1

Zur Herleitung weiterer elementargeometrischer Beziehungen im Aufbau der (ideali-
sierten) Bienenwabe werde zundchst nur eine Bienenzelle betrachtet, die sich aus neun
Tangentialebenen an die Kugel &, in der angegebenen Weise zusammensetzt. &, wird von
den Kugeln K&, &, und K&; in den Punkten B,, B, bzw. By von unten beriihrt. Die drei
Tangentialebenen 7,, 7,, 73 bilden den Boden der Zelle. Diese Bodenfldche wird durch die
Schnittgeraden mit den sechs vertikalen Tangentialebenen von &, seitlich begrenzt. Der
Zellboden besteht folglich aus drei Rhomben?), die je einer Tangentialebene von ], ange-
hoéren. Die sechs Seitenflichen der Zelle sind Tangentialebenen an die Kugelpaare &, &;
(t = 4,5, 6,7, 8, 9) in ihren gemeinsamen Punkten. Verbindet man die Kugelmittelpunkte
M,, M;, M,, M; miteinander, so erhilt man ein regelmissiges Tetraeder. Der &, und K;
(¢ =1, 2, 3) gemeinsame Punkt B; ist Halbierungspunkt der Strecke M,M;. Die Tangential-
ebene 7, steht normal auf der Tetraederkante MyM;. Die Ebenen 7, schneiden sich auf Grund
der Symmetrieeigenschaften im Schwerpunkt S des Tetraeders (Figur 2).

Passt man das Tetraeder derart in einen Wiirfel ein, dass die Punkte M, in Eckpunkte
des Wiirfels und die Kanten des Tetraeders in Flichendiagonalen des Wiirfels fallen, dann

1) Die Anregung zu dieser geometrischen Betrachtung der Bienenzelle verdanke ich meinem Vater,
Herrn Oberlehrer Hermann Schréder, der den am Schluss vorliegender Note ausgesprochenen Satz bereits
empirisch gefunden hatte.

%) In dem interessanten Aufsatz [7] (vgl. das Literaturverzeichnis) wird gezeigt, dass diese Bodenge-
staltung fiir die offene Zelle nicht die beste ist. Man erhilt bei gegebenem Volumen eine etwas kleinere
Oberfliche, wenn man fiir den Boden zwei zentralsymmetrische Sechsecke und zwei Rhomben in der An-
ordnung eines umgekehrten «Walmdaches» verwendet. Die Sechsecke schliessen am «First» den Winkel 120°
ein und die Firstlinge ist gleich der Seite des die Offnung der Zelle bildenden reguliren Sechsecks.
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kommt auch der Schwerpunkt S des Tetraeders in den Mittelpunkt des Wiirfels zu liegen
(Figur 3).

Figur 3

Ferner fallen die Punkte B, in Mittelpunkte der Seitenflichen des Wiirfels. Da ausser-
dem C,C, = M,M, und C,C, | M, M, und SB, ist, folgt, dass bei dieser Einpassung die

-

Figur 4

Punkte C,, C, und damit auch C, in drei weitere Eckpunkte des Wiirfels fallen. Die Schnitt-
geraden (1, Tg) = (SCy), (3 75) = (SCy), (75 71) = (SC,) liegen daher in drei der vier Raum-
diagonalen des Wiirfels (Figur 4).
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Hieraus ist nun weiter erkennbar, dass die Rhomben der Basisfliche jeweils senkrecht
auf der sie durchsetzenden Wiirfelseite stehen. Zum Beispiel ist der von den Punkten
SC,C, aufgespannte Rhombus senkrecht zu der Wiirfelseite M,C,M,C;. Ferner sind auch
die zu (SC,) und (SC,) parallelen Seiten des Basisrhombus Diagonalen eines Wiirfels, den
man auf den gegebenen aufsetzen kann. Aus dieser Einbettung der Zelle in den Wiirfel ist
weiterhin abzulesen, dass sich die Diagonalen in den Rhomben der Basisfliche wie 1 : V?
verhalten.

Aber auch die vierte Raumdiagonale (SP) des Wiirfels ist eine drei Zellen der Wabe ge-
meinsame Kante. Diese Zellen sind in entgegengesetzter Stellung beziiglich der bisher
betrachteten angeordnet. Jeder der drei Rhomben der Basisfliche der ersten Zelle ist zu-
gleich Rhombus der Basisfliche je einer der drei gegenstéindigen Zellen. Die den drei
gegenstindigen Zellen gemeinsame Kante fillt in die Verbindungsgerade (SP), da (SP)
senkrecht auf der Ebene (C,C,C,) steht. Da alle Seitenkanten der Zellen einer (idealisier-
ten) Wabe untereinander parallel sind und jed€ Seitenkante der von uns betrachteten
Zelle durch einen Eckpunkt des Wiirfels geht, folgt der Satz: Samtliche Schnittkanten der
Zellen einer Wabe liegen in den Diagonalen eines kubischen Raumgitiers.

E. ScCHRODER, Technische Universitdt Dresden
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Transversalensitze und Dreieckskoordinaten

In El Math. 6 (1951), Seite 59 beweist R. NUscHELER folgenden Satz iiber die Héhen
H,, H,, H, eines ebenen Dreiecks und deren obere Abschnitte 4,, A, A,:

ha h‘b hc .
te e

Diese Tatsache der Bruchsumme 2 ist nicht auf die Hohen beschrinkt, sondern gilt fiir
ivgendwelche Cevatransversalen U, V, W (NUscHELER erwahnt nur noch die Seitenhalbie-
renden) und ihre gerichteten unteren Abschnitte %, v, w = 0 vom Cevapunkt P bis zu den
Dreiecksseiten in der Gestalt

U—-u V—uv W —w

vt v T W

=2,

Dies wird meist
u v w uv,w =0
U+V+W=1(auW>J (1)

geschrieben und stellt die fundamentale Beziehung zwischen den Dreieckskoordinaten
u/U, v/V, w/W des Cevapunktes P dar (Bild 1). P darf dabei die gesamte Dreiecksebene
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(auch ausserhalb des Dreiecks) durchlaufen. Die bekannte Beziehung (1) heisst der Frak-
tions- oder Transversalensatz von EULER-GERGONNE 1780 (1850 auch STEINER) und be-
deutet offenbar-nichts anderes als eine Zusammensetzung des Dreiecksinhalts aus 3 Teil-
dreiecken = 0 mit Spitzen P iiber den urspriinglichen Seiten (man 16sche %, v, w; Bild 2),
worauf dieser Tage wiederum A. SIEBEL hinwies.

w! 4
N\
Bild 2 Bild 3
a:\qip
4
Bild 7
Man bestitigt mit (1) leicht
U |4 w U 14 w
G- G- G-y -w+vrw-t @

Im Falle %, v, w > 0 (P im Inneren des Dreiecks) ist in (2) jede Gleichungsseite = 8 mit
Gleichheit genau fiir P = Schwerpunkt der Dreiecksfliche. Dies stellt eine Verschirfung
der ebenen Ungleichung aus [1] dar. Der Beweis ergibt sich mit Bild 1 am einfachsten,
indem man zeigt, dass jede Gleichungsseite von (2) den Wert

G+ ) )= (2) ) (29
~(F+F+5+ 1)+(§+—y}:+f~+ 1)

mit ¥y 2= XY Z (Ceva) hat. Im Falle positiver #,y, 2, X, Y, Z ist dann offenbar
x/X + X[x = 2 usw., also der gesamte Ausdruck = 8. Die zur Umformung von (2) ver-

wendete Beziehung
X

X

y W _
+H - —1

w
ist der bekannte Satz von H. vaN AUBEL, vgl. H. DO6RRIE, Math. Miniaturen, Breslau 1943,
Seite 73.

Nimmt man noch den Strahlensatz (dhnliche Dreiecke) hinzu, so gilt (1) (2) allgemeiner
fiir 4vgendwelche (also nicht notwendig Ceva-) Ecktransversalen U, V, W des Dreiecks und
die zu ihnen parallelen gerichteten Strecken u, v, w von irgendeinem Punkt P der Dreiecks-
ebene bis zu den Dreiecksseiten (Bild 3).

Legt man U, V, W in 3 oder 2 Seiten des Dreiecks und auch P in eine Seite (Bild 4 und
5), so ist der Fraktions- oder Transversalensatz (1) von EULER-GERGONNE identisch mit
dem Vierstrecken- oder Strahlensatz. Etwas allgemeiner ist der hdufige Fall Bild 6 von (1).



Aufgaben 13

Verldngert man die Strecken u, v, w von Bild 6, so ergibt sich der Satz (Bild 7): Fiir
3 Strecken a’, b’, ¢’ durch P, die parallel zu (und zwischen) den Seiten a, b, ¢ verlaufen,
gilt die Formel

4

a’ b’ c
atytr=%

Auch hier ist P nicht auf das Innere des Dreiecks beschrinkt.
I. PaascHE, Miinchen
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Aufgaben

Aufgabe 469. Wie gross ist der maximale Bruchteil der Fliche einer Ellipse £ vom
Achsenverhiltnis A = a/b, den man mit zwei kongruenten, zu E dhnlichen Ellipsen ohne
gemeinsamen Flichenteil iiberdecken kann, wenn letztere ganz innerhalb von E liegen?

C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht

Losung des Aufgabenstellers: Die beiden eingeschriebenen Ellipsen miissen sich offen-
sichtlich im Mittelpunkt O von E beriihren. Gibt es (erster Fall) eine zu E dhnliche Ellipse
E’, fiir welche die grosse Halbachse von E Nebenachse ist, so ist E” maximal. Das lineare
Ahnlichkeitsverhiltnis ist dann a/2 b = 1/2. Der Vergleich der Kriimmungen von E und E’
im Beriihrungspunkt gibt die Bedingung

a? 1 b?

e L P V2 .
5 2= ~oder asz

Die relative Flichenbedeckung @ von E durch die beiden Ellipsen E’ ist A%/2.
Eine maximale Ellipse E’ durch O kann E hochstens dann in einem einzigen Punkt be-
rithren, wenn dieser ein Scheitel ist. Fiir einen Nebenscheitel von E wire @ = 1/2, was

nicht optimal ist. Es sei nun (zweiter Fall) E’ doppelt beriihrend. Die Gleichungen von E
und E’ seien
E: 022+ a%y?—a?b2=0, E" f()=b242+a%y2—a?b?+a?bi(ax+fy—1)2=0,
wobei ax¥ + fy — 1 = 0 die Gleichung der Beriihrungssehne ist. Fiir den Kegelschnitt
2 a;, x; x, = 0 (in homogenisierten rechtwinkligen Koordinaten) ist

aiy — @53 Ay

(@11 + a50)®

J=

eine Ahnlichkeits-Invariante (4 J = tg%g, mit ¢ als Winkel zwischen den beiden (in un-
serem Fall imagindren) Asymptoten). Die Anwendung dieser Formel auf E und E’ fiihrt
auf die Bedingung

(az -+ bz)z (1 -+ o2 q? + 32 bz) . [az b2 (az + ﬂ2) + a? + b2]2
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