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Aufgaben 63

sionalen Unterraum zuordnen. Es sei 4,,_, ein zu diesem paralleler, aber von ihm verschie-
dener Unterraum von E,. Wir ordnen die mit 4,_, bzw. 4;,_, gebildeten Schnittpunkte der
entsprechenden Strahlen der betrachteten Strahlenbiindel einander zu. Diese Zuordnung
stellt zwischen 4,_, und 4,_, eine eineindeutige Punktabbildung dar, welche eine lineare
ist, da sie koplanare Strahlen in ebensolche iiberfiihrt. Diese Abbildung zwischen 4,,_, und
A, ist also eine Affinitat.

Es seien T, T, ..., T,, n solche Punkte in 4,_,, die in keinem linearen Unterraum von
A 4 liegen. Dann lésst sich also die Abbildung von O, T, T, ..., T, auf die entsprechen-
den gestrichenen Punkte eindeutig zu einer Affinitit U zwischen E, und E;, erginzen. —
Diese lineare Punktabbildung besitzt schon die geforderten Eigenschaften. Es sei ndmlich
n eine beliebige Ebene aus dem Ebenenbiindel mit dem Tridger O und P ein beliebiger
Punkt in z. Wir nehmen im Falle, dass & zu 4,_, nicht parallel ist, zwei Strahlen s und ¢,
die A,_, in S und T schneiden. Die Strahlenabbildung fiihrt s und ¢ in s’ = 0’ S’ und
t’ = O’ T’ tiiber, wobei S’ = A(S) und T’ = A(T) gilt. Wir wissen, dass die Ebenenabbil-
dung die durch die Triger s und ¢ gehende Ebene x in eine durch die Strahlen s’ und #
gehende Ebene n’ iiberfithrt. Da aber P in der Ebene & von O, S und T lag, so wird P’
wegen der Eigenschaft der linearen Punktabbildung in der Ebene von O’, S’ und 7, das
heisst in der durch s’ und # bestimmten Ebene, also auch in n’ liegen. — Ist = zu 4,,_,
parallel, so existiert in ihr kein 4,,_, schneidender Strahl. Dann legen wir durch den Strahl
O P zwei Ebenen o und 7, die 4,_, schneiden. So wird P’, nach dem vorher Gesagten, so-
wohl in ¢’ als auch in 7/, also auch in ihrer Schnittlinie liegen. Durch diese Linie geht aber
auch n’, da Ebenenbiischel in Ebenenbiischel iibergehen. Daher werden durch die kon-
struierte lineare Punktabbildung die Punkte einer beliebigen Ebene des Ebenenbiindels
tatsichlich in die Punkte der nach der Ebenenabbildung ihr zugeordneten Ebene iiberge-
fihrt.

Wir zeigen noch, dass, von einer Dehnung abgesehen, dies die einzige lineare Punkt-
abbildung ist, die die geforderte Eigenschaft besitzt. Nehmen wir also eine andere lineare
Abbildung, das heisst eine Affinitit U zwischen E, und E,, die ebenfalls die geforderte
Eigenschaft besitzt. % muss unter den Trigern der Ebenenbiischel dieselbe Strahlenab-
bildung zustande bringen wie %. Daher muss % den Unterraum 4,,_, in eine (nicht durch
O’ gehende) zu A/, parallele Lage iiberfithren (weil sonst ein 4,_, nicht schneidender
Strahl existierte, dessen Bild schon mit %(4,_,) einen Schnittpunkt hitte). Dies bedeutet
aber, dass 0’ T, = A 0" T; ist — wo T, = U(T;) - mit einem von i unabhingigen Faktor 4.
Dabher ist aber W = § A, wo $H eine Homothetie im E;, bedeutet.

L. TamAssy, Debrecen

Aufgaben

Aufgabe 454. Die Ecktransversalen durch einen beliebigen inneren Punkt X eines
n-dimensionalen Simplex S (4, ,..., 4,,,) schneiden die gegeniiberliegenden Grenzrdume
von Sin den Punkten Y; (i = 1, 2,..., # + 1), die das n-dimensionale Tgilmmplex S(Yy,...,
Y,,.) aufspannen. Bedeuten V und ¥ die Inhalte von S und 5 und ist ferner A X=R;

und X Y; = S; (1 =1, 2,..., n + 1), dann gilt

V nimmt den Maximalwert V/n" genau dann an, wenn X der Schwerpunkt von S ist.
O. REUTTER, Ochsenhausen (Deutschland)



64 Aufgaben

Losung: Im Ortsvektorensystem mit dem Bezugspunkt X sei X . 21: = a; und damit
ff’;: (—Si/R;) @; = a; a;. Die Punkte X, Y,..., Y; 4, Yyy,,..., ¥y, spannen ein #-Sim-
plex mit dem Inhalt V; auf. V; sei der Inhalt des Simplex mit den Ecken X, 4,,..., 4; ,,
Aiqseons Ayyy . Dann gilt

_Z?'_ — I[al Gy, A8y ,...,0;_108; 3, €3 8; 4 :""m’n+1an+1]]
V,; ”:ali Gg,...,8;_ 1, a£+1:"',an+1]' (1)
5152"'Si—ls1:+1 --.Sn+1
= |0y Olg een O g Olj g oes O | = ,
’ 1 3 s 1 2+1 ﬂ+1 R1R2"'Ri-—lRi+l"‘ Rn+1
und
Vi S _ RS (2)
V. R+ S; Ri(Ri+ Sy

Multiplikation von (1) und (2) liefert

Vi_ R _TTS:
V R;+ S; t4 R; )
Also erhalten wir
7 1 n+1 (n+1 R ) n+1S
— =MV, = : : (3)
v Vé: : £Ri+ Si )1 R
Aus (2) folgt
n+l n+l n+l n+1
R, ( Si ) S i 7
s =n+1 =n+1-—- = Vi=mn
A rrs 4 RS, & Rt S v 7

Die Ungleichung V < V/un folgt sofort aus der von J. Scuopr (El. Math. 73, 106-107
(1958)) bewiesenen Abschidtzung

n+1 n+1l
l l n+1 ! !

Ri =N Si 3
i=1 t=1

in der das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn X der Schwerpunkt des Simplex ist.
F. LEUENBERGER, Feldmeilen
Eine weitere Losung sandte J. BERKES, Szeged.

Aufgabe 455. Eine Folge von Zahlen a,, a,, a,,... ist gegeben durch die Rekursions-
formel
Ap Gy g =541+ 8

und die Anfangsglieder a, = 1, a; = 3. Man berechne a, als Funktion von # und zeige,
dass a, + (—1)" das Quadrat einer natiirlichen Zahl ist.
C. BiINDSCHEDLER, Kiisnacht

1. Eosung: Mit dem Ansatz a, = 4 »7 + B x} folgt aus der Rekursionsbeziehung
Gy Ay, g — A%,y = 8 die Gleichung
B A (x; %9)" (#, — #,y)* = 8. (1)
Folglich muss die Bedingung ‘ ‘
gelten. ’
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Aus den Anfangsbedingungen a, =1 und a,= 3 ergeben sich die Gleichungen
1=Ax% + Bx, und 3 = A4 »} + B x} mit den Lésungen

3—x 3—x
A = 2 und B = 1 3
¥y (%1 — %) %y (%3 — ¥y G)
Aus (1), (2) und (3) folgt die Gleichung (3 — »,) (3 — #,) = — 8, die die beiden Wurzeln
2= (1+ J2)?und », = (1 — }/2)? besitzt. Damit ist nach (3) auch
1 1
A=———— und B= ——
2(1+y2)° 2 (1 —y2)*

bestimmt.
Somit ergibt sich a, als Funktion von #:

a, = % [(1 FY2) 2 4 (1 — ﬁ)zn—z] ‘

Es ist, wie eine kurze Rechnung zeigt:
2 — )2
ap + (—1)" = {Kf [+ y2)=t — (1 —y2) 1]} = b3,

Mittels der binomischen Formel iiberlegt man sich, dass b,, fiir jedes » eine natiirliche Zahl
ist. Damit ist auch der zweite Teil der Aufgabe gelost.

Fiir die Folge der b, findet man die einfache Rekursionsbeziehung 2 b,, + b,_, = b, .

E. HERRMANN (K0In)

2. Losung : Wir betrachten zuerst ein allgemeineres Problem, das dieser Aufgabe den ihr
anhaftenden Charakter einer Kuriositit nimmt. Sei C, (n = 0, 1, 2,...) eine Folge von
Matrizen der Gestalt

Cn Cng1 ot Cnpk—1
C, = Cny1 Cniz - Cnyk

cn+7c—-1 cn+k cn+2k—2

die folgendermassen definiert ist: C, sei gegeben mit detCy = ¢ + 0. Ist C, bereits be-
stimmt, dann sei C,, eine Matrix der angegebenen Gestalt mit

detC, ,, =adetC,, a=+0. (1)

Dann gilt: Sind durch (1) alle Matrizen C, eindeutig bestimmt (das heisst ist das Element
Cnygk—g immer eindeutig bestimmt), dann ist die Folge {c,} der Matrixelemente rekurrent

von der Ordnung k. Es gibt also reelle Zahlen a,, ..., a; so, dass
Cp =01 Cp_1+ ... + Qg Cp_p (n>k) (2)
gilt.
Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle »
C, = C, A" (3
gilt, wobei
00 0 ay
A—__—_ 1 0.-.0 ak_._]_ . (4)
00...1 a,

Denn dann ist C,,, = C, 4 und das ist mit (2) dquivalent. '

Wenn (3) erfiillt ist, dann ist (1) trivialerweise richtig, mit @ = (—1)¥-* a;, das heisst
fiir jede rekurrente Folge der Ordnung % gilt detC,, = ¢ a”. Es ist also C, = C, A" sicher
eine Lésung von (1) und nach Voraussetzung die einzige (4 = Cg* Cy).
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Sei nun & = 2. Dann ist

c £

n n+1 2

Gy = (0 . ), detC, =cpcp e — 2. q.
n+1 n+2

Nach Voraussetzung ist ¢g =1, ¢; = 3, ¢ = 8, a = 1. Daraus folgt ¢, = 17, ¢; = 99,...
Die ¢, sind eindeutig bestimmt, es gilt daher C, = C, 4" .

1 3 3 17 1 3
C°=(3 17)’ Cl:(u 99)=(3 17)A'

A_(1 3—1(3 17y 1 (17 =3\ (3 17\ (0 —1
\3 17) 17 99)-—8_(—3 1) (17 99)“(1 6)’
das heisst es gilt ¢, = 6 c,_; — €y_g, # > 2. Seien a® = 3+ 2}/2, f2 =3 — 2}/2 die Wurzeln

der Gleichung #2 — 6 ¥ + 1 = 0. Dann ist
a2n 4 p2n

n 2 .

Daraus folgt

Denn ¢, erfiillt dann trivialerweise die Rekursion und die Anfangsbedingung ¢, = 1,
¢, = 3. Wir haben damit

_ (3+2)2)"+ (3—2y2)"
; :

Cn

Seien nun a = 1+ )2, =1 — /2 die Quadratwurzeln von 3 + 2 }/2, 3 — 2 }/2. Wir bilden
die Folge natiirlicher Zahlen b, = (a" + f")/2 und behaupten:

Cn+ (—1)**1 = (———————___b”“l * b"“)z.

2
Beweis :
af =1 4 gntly gr-14 gntly2
( : )
1 1\2 1\2 1 1
I P71 = 2n i} S n il il
) Gl G R (R R (RS N R |
—_ 2 an 2n — 2
S T Sl e e I O R
J. CiGLER, Wien
3. Losung: Wir erweitern auf n = ..., —2, —1, 0, 1, 2, ... Fiir unbestimmte a, b (also

a® — 4b + 0) hat die Differenzengleichung x,., = a ¥,,, — b, Partikuldrlosungen
Xppy=(A"—B")(A—-B)'=R, und x,,=A4A"+B"=S, mit »*—ax+b
= (¥ — A) (+ — B) fiir alle x. Also folgen 4, Bausa=A4+ B,b=A4 B. Fiirv, k= ..,
~2,—1,0,1, 2,... gilt

Ry_y R,
-Rv Ri’+k

b”—k Sak - 2 b’ - 1
a—4b T a’—4b
(1) (2)
wie man durch Einsetzen obiger R und S bestdtigt. Setzt man in Gleichung (1) speziell
a,b, Sgp = 2, — 1, 2 ay,, so ergibt sich

Sv_.k Sv
S, Sv-rlc

¢ 1

= bk~ R} =

2R, = (+ ﬁ)k‘;?(l =2 _ Vag,1— (—1)* mit ganzen R . 1)
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Damit sind beide Teilaufgaben gelost. Denn durch weiteres Einfithren von v, £ = 2 #, 2in
(2), wieder mit a, b, Sy, = 2, — 1, 2 a,,, erscheint die ‘Gesamtheit der Voraussetzungen
der Aufgabe:
2a,=Sg=2 ,
28, =8,=6 (2)
1. PaascHE, Miinchen
Weitere Losungen sandten S. T. M. AckErMANS (Eindhoven), L. BERNSTEIN (Tel Aviv),
H. GAeBELEIN (Helmstedt), G. GUTTLER (Frankfurt a. M), W. JANICHEN (Berlin),
L. KierfFER (Luxemburg), A. MAKkowsk1 (Warschau), H. MEIL1 (Winterthur), O. REUTTER
(Ochsenhausen, Deutschland), E. TeurreL (Korntal, Stuttgart).

a. a .
8= | P n+1l mit

Ani1 Ao

Aufgabe 456. a) Gegeben sind zwei Punkte 4, B und eine Gerade g, welche die
Strecke A B schneidet. Gesucht wird der Kreis durch 4 und B, der g unter minimalem
Winkel schneidet.

b) Gegeben sind ein Kreis K und eine Gerade g, welche die Ebene von K innerhalb K
schneidet. Gesucht werden die beiden Kugeln durch K, welche g unter minimalem und
unter maximalem Winkel schneiden. C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht

Lésung: a) Statt eine feste Strecke und die Schar aller Kreise durch ihre Endpunkte
zu betrachten, fassen wir einen festen Kreis und eine Schar paralleler Sehnen ins Auge.
Jede Sehne denken wir uns im gleichen Verhiltnis geteilt, in dem g die Strecke 4 B der
Aufgabe teilt. Alle Teilpunkte liegen auf einer Halbellipse iiber dem zur Sehnenrichtung
senkrechten Kreisdurchmesser. Denkt man sich durch jeden Teilpunkt eine Gerade gelegt,
die mit der Sehne denselben Winkel einschliesst wie g mit 4 B, so erkennt man sofort,
dass die Ellipsentangente in dieser Parallelenschar den Kreis unter minimalem Winkel
schneidet. Hieraus folgt durch eine Streckung sofort, dass die Tangenten in 4 und B an
den gesuchten Kreis durch den Schnittpunkt der Mittelnormalen von 4 B mit g gehen.

G. GUTTLER, Frankfurt a. M.

b) (Losung des Aufgabenstellers) Der Schnittwinkel ist durch das Verhiltnis & des
Kugelradius zum Abstand (M, g) der Geraden vom Kugelmittelpunkt M bestimmt. Ist 4
ein fester Punkt von K, so ist der geometrische Ort des Punktes M, fiir welchen das Ver-
hiltnis M 4/(M, g) = ¢ > 1 konstant ist, ein einschaliges Rotationshyperboloid, dessen
Kehlkreis in der Normalebene zu g durch 4 liegt. Zu verschiedenen Werten von ¢ gehéren
die Flichen eines Biischels. Da M auf der Normalen % zur Ebene von K durch den Mittel-
punkt von K liegen muss, gehort zu einem extremen Wert von ¢ eine solche Fliche des
Biischels, die » beriihrt. Man findet also die gesuchten Kugelmittelpunkte als Doppel-
punkte der Involution, die irgend zwei Flachen des Biischels auf » bestimmen.

G. GUTTLER gab eine Ldsung von b), die den obigen Ldsungsgedanken von a) auf den
Raum iibertrdgt aber nicht einfach darzustellen ist. Eine Lésung mit Inversion sandte
J. BasiLE (Briissel). L. KIEFFER (Luxemburg) gab eine analytische Losung.

Nachtrag: Vierte Losung der Aufgabe Nr. 447 (vgl. El. Math. 79, 14-16 (1964)).

Zwei Kugeln, die keine inneren Punkte gemein haben, behalten diese Eigenschaft,
wenn bei gleicher Lage der Mittelpunkte ihre Radien so geindert werden, dass deren Summe
konstant bleibt. Fasst man den Drehzylinder und den Torus als Vereinigungsmenge ihrer
einbeschriebenen Kugeln auf, dann reduziert sich die Aufgabe darauf, anstelle des Torus
dessen Mittelpunktskurve (Kreis mit dem Radius R + 7) um die Beriihrnormale so weit
zu drehen, dass sie gerade noch nicht in den um 2 r verdickten Drehzylinder eindringt.
Dies ist genau dann der Fall, wenn der gedrehte Kreis Kriimmungskreis der durch die
Kreisebene ausgeschnittenen Ellipse im Nebenscheitel geworden ist und damit den Dreh-
zylinder noch umschliesst. Es folgt

g+r)2 1

) R+rm(cos<p e+
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und damit

Y+ o0
Cosp = ;——I:_E .

Dieser Wert ergibt sich auch direkt aus dem Eulerschen Satz iiber die Kriimmungen der
Normalschnitte in einem Flichenpunkt.

Tritt anstelle des Torus eine Rohrfldche, so ist die Mittelpunktskurve, welche in der
Ausgangslage den Querschnittskreis (Radius g + #) umschliessen muss, in entsprechender
‘Weise zu drehen. Die gedrehten Lagen werden senkrecht auf die Ebene des Querschnitts-
kreises projiziert und sind zur Ausgangslage senkrecht affin mit der Beriihrnormalen als
Affinitdtsachse, wobei jeder Kurve ein Affinitdtsverhiltnis A zugeordnet ist. Die Affini-
tatsverhdltnisse der den Kreis (Radius ¢ + #) umschliessenden Kurven haben eine untere
Grenze A*. Dann gilt

cosp = A* .

Anstelle des Zylinders trete ein weiterer Torus (#/, R’) mit R’ = », 7" < R, in den der ge-
gebene Torus (, R) eingehdngt ist. Nach der obigen Methode ist der Torus (», R) durch
den Kreis K (» + R) und der Torus (#/, R’) durch den Torus T (' + v, R’ — #) zu er-
setzen. Wird K um die Beriihrnormale gedreht, so schneiden die Ebenen von K aus T~
Kurven aus, deren Kriimmungsradien im Beriihrpunkt mit dem Drehwinkel bis zu einer
Grenzlage unbegrenzt zunehmen (Dupin’sche Indikatrix!). Der unterhalb des Beriihr-
punktes gelegene Teil dieser Schnittkurven (bizirkulare Quartiken) wird jeweils von ihrem
Kriimmungskreis im Beriihrpunkt umschlossen, da von den 8 Schnittpunkten mit dem
Kriimmungskreis 4 in den Beriihrpunkt fallen, weitere 4 in die uneigentlichen Kreispunkte
und der unterste Punkt von 7" fiir ¢ + 0 innerhalb des Kriimmungskreises liegt. Unter
Zuhilfenahme des Euler’schen Satzes bzw. der Dupin’schen Indikatrix folgt nach leichter
Rechnung
. _ (R=—7)(R'—)
Y= RIR) rF7)

O. BAIER, Miinchen

Neue Aufgaben

Aufgabe 477. Man bestimme diejenigen ganzzahligen arithmetischen Folgen dritter
Ordnung, fiir die die Summe der ersten # Glieder stets eine Quadratzahl ist.
W. JANICHEN, Berlin

Aufgabe 478. Von vier positiven Zahlen x; (i = 1, 2, 3, 4) kennt man die ersten vier

Potenzmittel
1 4 1/n
M, = (72 x;‘) (n=1,2,3,4)

i=1
Wie konnen die x; exakt berechnet werden ? \
Zahlenbeispiel: M, =9, M, =2 }/21, M, = 0,5 {6474, M, = }8004 .
N G. GUTTLER, Frankfurt a. M.

Aufgabe 479. Démontrer que pour tout entier 2 = 0 il existe un nombre naturel a; tel
que l'équation 42 + y? = g, a précisément % solutions distinctes en nombres naturels x, y.
Trouver les plus petits nombres q;, pour 1 < % < 5. ‘W. S1ERPINSKI, Varsovie

Aufgabe 480. Démontrer que chacune des progressions 8%+ 1, 8%+ 3, 8%+ 5 et
8k+ 7 (k=1,2,...) contient une infinité des nombres pseudopremiers ‘(c’est-a-dire des
nombres composés # tels que »n | 2# — 2). A. Rotkiewicz, Varsovie
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Aufgaben fiir die Schule

Es wird kein Anspruch auf Originalitit der Aufgaben erhoben; Autoren und Quellen werden im allgemeinen

nicht genannt. Die Daten fiir Aufgaben aus der Darstellenden Geometrie sind durchweg so festgelegt, dass

der Ursprung des Koordinatensystems in der Mitte des linken Randes eines Blattes vom Format A 4 gewihlt

werden soll, x-Achse nach rechts, ¥-Achse nach vorn, z-Achse nach oben, Einheit 1 cm. Anregungen und
Beitrige sind zu senden an Prof. Dr. WiLL1 LUssy, Biielrainstrasse 51, Winterthur.

1. Schneide die Kugel
(=8 (y—7)?+ (z— 82 =36
mit der Gerade
a Y 1. X2
FEURAN TR T il
und bestimme den Winkel, den die Gerade mit der Kugel bildet.
4 @ = 50,0° £ 0,5°.

2. Ein Drehkegel besitzt eine Mantellinie S 4 = 10 cm und den Radius des Grundkreises
M A =2cm. Auf S 4 macht man S B = 5cm und zieht von 4 nach B diejenige
geodidtische Linie auf dem Kegelmantel, die die Kegelspitze zweimal umschlingt.

a) Stelle den Kegel in einfachster Lage dar und zeichne die geoditische Linie in
Grund- und Aufriss.

b) Berechne die Linge s der Kurve.

c) Die Kurve besitzt einen Doppelpunkt P, berechne seine Lage.

p Fiir Tangenten und Asymptoten siehe z.B. ScHEFFERs, Geometrie I, Seite 343,
s = 14,35 cm. P liegt auf der Mantellinie SC, S P = 2,53cm, < A M C = 149°,

3. Bei der Durchdringung zweier Pyramiden kann fiir das richtige Zeichnen und Aus-
ziechen der Schnittfigur mit Vorteil das folgende graphische Verfahren verwendet
werden. Man zeichnet schematisch die Abwicklung der beiden Mantelflichen, wobei
man, wenn moglich, jede lings einer Kante aufschneidet, die nicht durchdringt.

; N =N I
= ‘%a

b Al

¢ |
b1 2 3 4

) b 2 3

In dieses Schema werden die gefundenen Schnittpunkte eingetragen, wie die Figur
zeigt. Sie lassen sich durch einen oder mehrere geschlossene Streckenziige verbinden,
die die Durchdringungsfigur darstellen. Schraffiert man im Schema noch die unsicht-
baren Flichen, so kann man ablesen, wie die Punkte richtig zu verbinden sind, und ob
die Kanten der Durchdringungsfigur sichtbar sind oder nicht. Das Schema wurde von
Prof. R. ScHOECK, frither Technikum Winterthur, entwickelt.

4, Zwei Pyramiden haben eine gemeinsame reguldre achteckige Grundfliche in I7,.
Mittelpunkt M (9; 6; 0), eine Ecke 4 (9; 11; 0).
Die Pyramidenspitzen sind P, (2,5; 6; 9,5) und P, (19; 1,5; 9,5).
Man konstruiere den gemeinsamen Kern.
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5. M (9; 7; 6) ist der Mittelpunkt einer Kugel vom Radius R = 3.
A (4;7;9) und B (16; 7; 12) sind die Spitzen zweier Kegel, die beide die Kugel lings
eines Kreises beriihren. Zeichne die Durchdringung der beiden Kegelflichen.

p Die Schnittkurve zerfillt in zwei Ellipsen.

Literaturiiberschau

Linear Programming and Extensions. Von GEORGE B. DaNTz1c. XVI und 625 Seiten.
$11.50. Princeton University Press, Princeton, N. J. 1963.

Der Begriff der linearen Programmierung ist in der Zeit des 2. Weltkrieges und der
unmittelbaren Nachkriegszeit entstanden. Man wollte Organisationspline unter Verwen-
dung linearer Funktionen mathematisch formulieren und beste Losungen ermitteln.

Ein in der Literatur hiufig anzutreffendes Beispiel ist das Menuproblem. Es soll aus
einer Liste von Nahrungsmitteln ein Menu so zusammengestellt werden, dass verschiedene
Nebenbedingungen betr. Mindestmengen von Kalorien, Vitaminen, EiweiBstoffen und
Maximalmenge von Fetten erfiillt sind. Unter allen zuldssigen Kombinationen soll die
preisgiinstigste ausgew#dhlt werden. Mathematisch handelt es sich darum, eine lineare
Zielfunktion unter Beriicksichtigung einer gréssern Zahl linearer Ungleichungen minimal
werden zu lassen.

Die ersten zwei Kapitel sind der Problemstellung und der Entwicklung des kaum 20
Jahre alten Forschungsgebietes gewidmet. Der mathematisch orientierte Leser hitte sich
diesen Teil etwas kiirzer gewiinscht.

Im Hauptteil des Buches wird die Simplex-Methode, die mit dem Namen des Verfassers
verkniipft ist, als Losungsmethode fiir die lineare Programmierung dargestellt. Ferner
werden Vergleiche mit andern Methoden z. B. derjenigen der Lagrange-Faktoren durchge-
fithrt. Diese ist in der praktischen Anwendung der Simplexmethode meist unterlegen, weil
die Anzahl der zu betrachtenden Fille bei der Lagrange-Methode zu gross wird. (Druck-
fehler in diesem Kapitel, Seite 141, Zeile 11.)

Die Methoden lassen sich ausdehnen auf Minimalisierung konvexer Funktionen sowie
auf Behandlung gewisser Netzwerke und kombinatorischer Probleme, die in Form
linearer Ungleichungen mit ganzzahligen Variabeln auftreten. In einem besonderen
Kapitel sind die in den letzten Jahren erarbeiteten Ansitze fiir die Fehlerrechnung zu-
sammengestellt. In diesem Gebiet stehen fiir die weitere Forschung noch viele Fragen
offen.

Bei einem angewandten Problem sind oft verschiedene mathematische Modelle mo6g-
lich, die aber zu unterschiedlichen Lésungen fiihren kénnen, da die Modelle nicht gleich-
wertige Ndaherungen der komplexen Realitit sind. Bei Verbesserung des Modells wichst
der Rechenaufwand meistens ungeheuer. Hier springen die modernen Rechenautomaten
in die Liicke und dehnen den Bereich des Mdoglichen stark aus.

Eine grosse Zahl von Beispielen und Aufgaben sowie ein ausfiihrliches Literaturver-
zeichnis runden das stattliche Buch ab. E. R. BRANDLI

Introduction to Calculus. Von K. KurRaTOWSKI. 315 Seiten mit 29 Figuren. 35s. Perga-
mon Press, Oxford 1961.

Es handelt sich um die Vorlesung iiber Differential- und Integralrechnung, die der
Verfasser an der Universitit Warschaw h#lt. Der Lehrgang hat die klassische Einteilung:
Zahlbegriff und Variable, Grenzwert von Zahlenfolgen, Funktionen und von Reihen von
Funktionen, gestiitzt auf die e-Definition, Differential- und Integralrechnung. Interessant
ist der Versuch, die Definitionen der Stetigkeit, gleichmissigen Konvergenz usw. zur Be-
tonung ihres gleichartigen Charakters in den Symbolen der mathematischen Logik anzu-
schreiben und zu diskutieren. Text, Beweise und ausgerechnete Beispiele sind kurz und
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