Zeitschrift: Elemente der Mathematik
Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft

Band: 19 (1964)

Heft: 3

Artikel: Euklidische und pseudoeuklidische Satze tber Kreis und gleichseitige
Hyperbel

Autor: Schaal, H.

DOl: https://doi.org/10.5169/seals-23299

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 22.01.2026

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-23299
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

H. ScuaaL: Euklidische und pseudoeuklidische Sitze iiber Kreis und gleichseitige Hyperbel 53

tung R, verschieben lassen?), wodurch sich auch S in dieser Richtung verschieben
lasst.

Figur 7

Ist eine Scheibenpackung vorgegeben, so liegt die Definition der Blockierungszahl
einer Scheibe auf der Hand. Die oben definierte Blockierungszahl der Packung ist
dann die Blockierungszahl der am stirksten blockierten Scheibe. Neue Probleme
entstehen, wenn wir statt dieser «oberen Blockierungszahl» die «mittlere Blockie-
rungszahl» betrachten, das heisst das arithmetische Mittel der Blockierungszahlen
der einzelnen Scheiben. Weitere Fragen erheben sich in Verbindung mit der « Schliissel-
zahl» einer Packung. Man kann in einer Packung gewisse Scheiben so angeben, dass
sie sich sukzessiv entfernen lassen und dass nach ihrer Entfernung auch alle iibrigen
Scheiben zuginglich werden. Die Schliisselzahl ist die kleinstmdglichste Anzahl solcher
Scheiben. Es handelt sich um die kleinstmégliche Anzahl der zu deponierenden Auto-
schliissel. ' G4ABor FEJES TéTH, Budapest

Euklidische und pseudoecuklidische Sitze iiber Kreis und
gleichseitige Hyperbel

Die Metrik der euklidischen Ebene stiitzt sich bekanntlich auf ein konjugiert
komplexes Fernpunktepaar (I;, I,). Ersetzt man dieses durch ein reell getrenntes
Fernpunktepaar (I¥, I¥), so gehen gewisse Sitze der reellen euklidischen Geometrie
in analoge Sitze der reellen pseudoeuklidischen Geometrie iiber; durch geeignete
euklidische Deutung konnen hieraus neue Séitze der euklidischen Geometrie
gewonnen werden. Geht man beispielsweise aus vom euklidischen Hohenschnitt-
punktsatz:

1. Die drei Hohen eines Dreiecks P, Py Py schneiden sich in einem Punkt Q,
so sind zunichst die im euklidischen Sinn senkrechten Geradenpaare — das sind jene,
die in bezug auf das (als zerfallende Kurve 2. Klasse aufgefasste) absolute Punktepaar
(I,, I,) konjugiert sind — durch Geradenpaare zu ersetzen, die in bezug auf (If, I%)

2) Die Tatsache, dass sich in einer Packung endlich vieler konvexer Scheiben eine
Scheibe in einer beliebig vorgegebenen Richtung verschieben ldsst, ist nicht trivial. Im
dreidimensionalen Raum gilt die analoge Behauptung nicht mehr. Siehe den in Fussnote 1
zitierten Aufsatz.



54 H. ScuaaL: Euklidische und pseudoeuklidische Sitze iiber Kreis und gleichseitige Hyperbel

konjugiert sind; sie werden in [7]1) «C-normal» genannt. Bezeichnet man im Dreieck
P, P, P, die von einer Ecke auf ihre Gegenseite gezogene C-Normale als «C-Hdéhe», so
lautet der zu 1. analoge Satz der pseudpeuklidischen Geometrie:

1*. Die dres C-Hohen eimes Dreiecks Py P, Py schneiden sich in einem Punkt Q*.

Dieser Satz 1* bedarf keines besonderen Beweises, denn die projektive Fassung
des Beweises von 1. gilt auch fiir 1*: Durch die Grundpunkte P, P,, P, und eine
Punktinvolution J auf einer allgemein liegenden Geraden wird ein Kegelschnitt-
biischel 8 mit dem vierten Grundpunkt P, bestimmt. Die drei zerfallenden Biischel-
kurven werden von den Seiten und - je nachdem man (I,, I,) oder (I¥, I¥) als Fix-
punkte von J wihlt — den H6hen bzw. C-Hé6hen des Dreiecks P; P, P, gebildet, und
entsprechend gilt daher P, = Q bzw. P, = Q*.

Legt man nun in einem euklidischen Modell der pseudoeuklidischen Ebene das
reelle Fernpunktepaar (1§, I¥) durchzwei beliebige euklidisch normale Rich-
tungen fest, so sind zwei Gerade genau dann C-normal, wenn ihre
euklidischen Symmetralen durch I¥ und I} gehen. Durch diese euklidische
Deutung folgt aus 1*. der neue Satz der euklidischen Geometrie:

1'. Zieht man durch jede Ecke eines Dresecks P, P, P, die Parallele zu der an einer
beliebigen festen Achse O If (oder O I¥) gespiegelten Gegenseite, so schuneiden sich diese
drei Parallelen in esnem Punkt Q*.

In diesem euklidischen Modell werden die pseudoeuklidischen Kreise be-
kanntlich durch gleichseitige Hyperbeln mit den Fernpunkten I§¥ und I¥ dar-
gestellt (vergleiche zum Beispiel [6, Seite 142-143], [7, Seite 133], [10, Seite 298]);
gewisse Sitze iiber den Kreis lassen sich daher in der angegebenen Weise auf die
gleichseitige Hyperbel {ibertragen und dann euklidisch deuten. Man kann jedoch auch
umgekehrt von euklidischen Sdtzen iiber die gleichseitige Hyperbel ausgehen und
zusehen, welche neuen Sitze sich nach obigem Muster daraus gewinnen lassen. Als
Beispiel mégen die folgenden dienen:

2. Sind P; (1 =1, 2, 3) dres Punkte einer gleichseitigen Hyperbel c, so liegt der
Hohenschmittpunkt Q des Drevecks P, P, P, ebenfalls auf c.

3. Schneiden sich ein Kreis c* und eine gleichseitige Hyperbel ¢ in drei reellen
Punkten P;, so ist thr vierter Schmittpunkt P der zum Hohenschnittpunkt Q des Dreiecks
P, P, P, diametrale Hyperbelpunkt.

Zum Beweis des auf CH. BRIANCHON und J. PONCELET zuriickgehenden Satzes 2
(vergleiche zum Beispiel [5], [8, I, Seite 327], [9, II, Seite 644]) ist nur zu beachten,
dass die gleichseitigen Hyperbeln als jene Kegelschnitte charakterisiert werden
konnen, die auf der Ferngeraden ein Punktepaar der absoluten Involution J§ aus-
schneiden, und dass alle Kegelschnitte, die durch P,, P,, P; und ein Punktepaar von
S gehen, ein Biischel B bilden, dessen vierter Grundpunkt P, nach 1. im euklidischen
Fall der Hohenschnittpunkt Q des Dreiecks P, P, P, ist.

Bei der Ubertragung von 2. in die pseudoeuklidische Geometrie ist die gleich-
seitige Hyperbel ¢ durch einen Kegelschnitt ¢* zu ersetzen, dessen Fern-
punkte zum Paar (If, I¥) harmonisch liegen. Ersetzt man auch Q durch Q%*,
so geht 2. in einen pseudoeuklidischen Satz 2* {iber, fiir den der projektive Beweis
von 2. ebenfalls gilt.

1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 58.
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Im eingefithrten euklidischen Modell der pseudoeuklidischen Ebene wird c*
durch einen Kegelschnitt dargestellt, fiir den die Richtungen O IF, O I¥ nicht nur
konjugiert, sondern auch euklidisch normal und daher die Hauptachsen-
richtungen sind. Damit erhédlt man aus 2*. den neuen euklidischen Satz:

2. Sind P; (1 = 1, 2, 3) drei Punkte eines Kegelschnitts c* mit Hauptachsenrichtung
O If (und O I¥), so liegt der nach 1'. bestimmie C-Hdohenschnittpunkt Q* des Dretecks
P, P, P, ebenfalls auf c*.

Satz 2’ gilt insbesondere auch fiir den Umkreis des Dreiecks P, P, P;, und dies
bedeutet : .

2". Der euklidische (pseudoeuklidische) Hiohenschnittpunkt eines Dretecks P, P, Py
liegt auf dessen pseudoeuklidischem (euklidischem) Umbkreis.

Zum Nachweis von 3. dient der Satz vom Polkegelschnitt: Die Pole einer
Geraden g in bezug auf alle Kegelschnitte eines Biischels liegen auf einem Kegelschnitt k,
der durch die Fixpunkte der vom Biischel auf g erzeugten Punktinvolution und durch die
drei Nebenecken des vollstindigen Grundpunktevierecks geht. Wendet man diesen Satz
auf unser Biischel B8 und die absolute Involution J an, so folgt im euklidischen Fall,
dass % ein Kreis ist, der durch die Héhenfusspunkte des Dreiecks P, P, P; geht und
daher mit dem Feuerbachkreis dieses Dreiecks identisch ist (vergleiche [3, Seite
3901f.], [8, II, Seite 14]). Als Ortskurve der Mittelpunkte der Biischelkegelschnitte
enthilt 2 auch die Mitten der sechs Strecken P; P, (¢ + k), und daher geht & durch
die zentrische Ahnlichkeit (P,; 2:1) in den Umkreis c* des Dreiecks P, P, P, iiber.
Der Mittelpunkt von ¢ geht dabei in einen Punkt P iiber, der auf ¢ diametral zu
P, und ausserdem auf c* liegt. Da ¢ und c¢* (in algebraischer Zahlung) genau vier
Schnittpunkte P, P,, P,;, P besitzen, gilt 3.

Dieser Beweis gilt (bis auf die Bezeichnungen) auch fiir den entsprechenden
pseudoeuklidischen Satz 3*, dessen euklidische Fassung 3'. sich nach den Uberlegun-
gen zu 2’. nun unmittelbar ergibt:

3'. Schneiden sich eine gleichseitige Hyperbel ¢ mit den Fernpunkien IT, IF und ein
Kegelschnitt c* mit der Hauptachsenrichtung O I (und O 13) in drei reellen Punkten P,
so ist thr vierter Schnittpunkt P der zum C-Hohenschnittpunkt Q* des Dreiecks P, Py Py
diametrale Punkt von c*.

Ist ¢* in 3’. speziell ein Kreis, so folgt zusammen mit 3. (Figur 1):

3". Schneiden sich ein Kreis c* und eine gleichseitige Hyperbel c in drei reellen
Punkten P, so ist ihr vierter Schnittpunkt P sowohl der zum Hohenschnittpunkt Q des
Dretecks P, P, P, diametrale Hyperbelpunkt als auch der zum C-HOohenschnittpunkt Q*
dieses Dreivecks diametrale Kreispunkt.

Durch 3”. wird die Sonderstellung der Hyperbel ¢ in 3. aufgehoben; Kreis und
Hyperbel erscheinen nun véllig gleichberechtigt.

Auf einen interessanten Sonderfall von 3. wurde in [1, Seite 93, Nr. 4] aufmerk-
sam gemacht, der in [4, Seite 148] nach V. STRAZZERI benannt wurde, nach [1] aber
H. BROCARD [2, Seite 127] zuzuschreiben ist:

4. Sind P, Q diametrale Punkte einer gleichseitigen Hyperbel c, so schneidet der Kreis
c* um Q durch P die Hyperbel c in drei weiteren reellen Punkten P;, die ein gleichseitiges
Dreieck bilden.

Der in [1] gewiinschte planimetrische Beweis von 4. folgt unmittelbar aus 3.:
Fillt nimlich in dem (aus topologischen Griinden reellen) Dreieck P, P, Py der
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Ho6henschnittpunkt Q mit der Umkreismitte zusammen, so ist dieses Dreieck gleich-
seitig.

9.}

Figur 1

Ein reelles Analogon zu 4. existiert nicht, denn eine gleichseitige Hyperbel c,
deren Mittelpunkt auf einem Kreis c* liegt und die durch den dazu diametralen
Kreispunkt geht, schneidet diesen Kreis nur in zwei reellen Punkten; auch gibt
es kein reelles Dreieck, das im pseudoeuklidischen Sinn gleichseitig ist, denn das
C-Mittellot eines Hyperbelradius schneidet die Hyperbel in zwei konjugiert
komplexen Punkten. H. ScuaaLr, Stuttgart
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