Zeitschrift: Elemente der Mathematik
Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft

Band: 19 (1964)

Heft: 2

Artikel: Sur une propriété des nombres naturels
Autor: Sierpiski, W.

DOl: https://doi.org/10.5169/seals-23296

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 17.04.2026

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-23296
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

W. SIERPINSKI: Sur une propriété des nombres naturels 27

Es seien jetzt u,, u,, ... u, diejenigen » linear unabhingigen Vektoren, welche
den Anfangspunkt im Koordinatenursprung O und als Endpunkte die Punkte
7, 0, 1,0, ... 7, O haben; die 7, sind dabei die oben genannten Translationen, die T
erzeugen. F bedeute das von den Vektoren u,, u,, ... #, aufgespannte Parallelotop.
Man erkennt ohne weiteres, dass die Parallelotope T F (re T) eine zu T gehorige
Zerlegung des R" ergeben und im Innern von F keine zwei voneinander verschiedene
T-dquivalente Punkte liegen. Man betrachte nun diejenigen 7 F (v € T), fiir welche
L N7 F innere Punkte enthilt. Es gibt, da L ersichtlich beschrinkt ist, nur endlich
viele solche 7 F. L wird somit in die endlich vielen Teile L, = L0z F (I(L,) *+ 0)
zerlegt. Wendet man auf jedes L_ die Translation t~! an, so sind allez~! L, in F ent-
halten. Je zwei v~! L, konnen sich nicht iiberlappen, weil sonst L zwei T-dquivalente
Punkte im Innern enthielte. Andrerseits liegt jeder innere Punkt von F in mindestens
einem t1 L, weil es in L einen dazu T-dquivalenten Punkt gibt und F keine zwei
T-dquivalenten Punkte im Innern enthdlt. L und das Parallelotop ¥ sind demnach
zerlegungsgleich. Aus der allgemeinen Theorie zerlegungsgleicher Polyeder (siehe
HaADpwIGER [3], insbesondere S. 20-49) ergibt sich nun sofort, dass FF und damit L mit
der Vereinigungsmenge von m kongruenten Wiirfeln zerlegungsgleich ist und dass
dies wegen (2) die Zerlegungsgleichheit von K; mit einem dieser Wiirfel zur Folge hat.

HeiLmuT GROEMER!), Corvallis, Ore., USA
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Sur une propriété des nombres naturels

Le but de cet article est de démontrer d'une fagon élémentaire le théoréme suivant:

Théoréme: Tout nombre naturel est d’une infinité de maniéres une différence de deux
nombres naturels dépourvus de diviseurs premiers carrés.

Démonstration: n étant un nombre naturel donné, désignons par Q(») le nombre de
tous les nombres naturels < # dépourvus de diviseurs premiers carrés. Soit g, le plus
grand nombre impair dont le carré est < . Sil'on supprime dans la suite 1, 2, ... , »
tous les nombres divisibles par un quelconque des nombres 22 et (2 & + 1)2, ou1 £ est
un nombre naturel tel que 2% + 1 < ¢,, il restera dans notre suite évidemment
seulement les nombres dépourvus de diviseurs premiers carrés. Or, les nombres
naturels << » divisibles par un nombre naturel donné 4 sont de la forme dk, ou % est
un nombre naturel et dk << n, donc k < n/d; le nombre de tels nombres est donc
< n/d. Le nombre des nombres de la suite 1,2, ..., # qui sont divisibles par un

1) Der Verfasser dankt der National Science Foundation fiir finanzielle Unterstiitzung (Research
Grant GP-261).
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quelconque des nombres 2% et (2% + 1)% ou 2%+ 1 < ¢,, ne dépasse pas donc le

nombre
n

n n n n "
—_— ey e wab p S o —
tmtmtatat ot

et il en résulte que

n n n n
Qn) =n (7‘*‘ 32'}‘ 52+ +“q*§“),
donc
11 1 1
Q(n)>n(l—~4~—?2~——-57 ———— —q?n—) (1)
Or, on a
LI X 1 L _
or Ty T 132+ Tt <votoenitinT T g T2y T
1/1 1 1 1 1 1 1,1 1 1
=7(7”‘9‘+“§—W+T“1§+“'+ q,, 2“’2}:):”2‘(7_71;)<1_4

On a donc, d’aprés (1),

1 1 1 1 1 22361

w1~ =~ 1 ™ Hios * 7

Supposons maintenant qu'un nombre naturel # n’est pas d’une infinité de maniéres
une différence de deux nombres naturels dépourvus de diviseurs premiers carrés.
Il existe alors un nombre naturel a tel que si un nombre naturel 2 > a est dépourvu
de diviseurs premiers carrés, le nombre %2 + m a un diviseur premier carré. Soit # un

nombre naturel tel que
m+ a (2)

= 2a—1

(ou, d’aprés « > /,,onaZ2a — 1> 0).

Il résulte de la définition du nombre a que si & est un nombre naturel dépourvu de
diviseurs premiers carrés et tel que a < 2 < » (le nombre de tels nombres % est
évidemment > Q(n) — a), le nombre 2 + m < # + m a un diviseur premier carré.
Le nombre des nombres naturels << # + m qui ont des diviseurs premiers carrés est
donc > Q(n) — a. Le nombre de nombres naturels << # 4+ m dépourvus de diviseurs
premiers carrés étant Q(n + m), il en résulte que

Qn+m)+ Q) —a<n+m (3)
et, comme Q(n + m) > a(n + m) > o n et Q(n) > a n, on trouve, d’apres (3):

m -+ a

ant+an—a<<n+m, dou n<- pogn o

contrairement a (2).

Notre théoréme se trouve ainsi démontré.

D’aprés une remarque que je dois 3 M. P. TURAN, la méme démonstration peut
étre appliquée pour prouver la proposition plus générale suivante:
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Si E est un ensemble de nombres naturels de densité supérieure > 1/,, tout nombre
naturel est d’une infinité de maniéres une différence de deux nombres de I'ensemble E.

Or, d’aprés une remarque de M. A. SCHINZEL notre théoréme peut étre déduit sans
peine de la proposition suivante, démontrée par M. T. NAGELL dans son travail Zur
Arithmetik der Polynome, Abhandlungen aus dem Math. Seminar Univ. Hamburg
7 (1922), p. 188:

St les nombres (a;, b;) (1 = 1, 2, 3) ne sont pas divisibles par aucun carvé d’'un nombre
premier, il existe une infinité de nombres naturels x pour lesquels les nombres a, x + by,
Ay X + by, ag x + by sont dépourvus de diviseurs premiers carvés.

Pour en déduire notre théoréme, il suffit de prendre 4, = a, =1, b, = 0.
W. SIERPINSKI, Varsovie

Uber die gruppenalgebraische Struktur der Elementargeometrie
(Fortsetzung)
4. Aufbau der Geometrie auf dem Spiegelungsbegriff

Wir wollen uns jetzt noch einer Entwicklungslinie in der geometrischen Grundlagen-
forschung zuwenden, die aus den soeben dargelegten Gedankengingen herausge-
wachsen ist. Es hat sich gezeigt, dass von der gruppenalgebraischen Seite her ein
axiomatischer Aufbau der Kongruenzgeometrie moglich ist. Im Vordergrund steht
dabei eine Gruppe mit einem invarianten Erzeugendensystem aus involutorischen Ele-
menten. Als Axiome werden einige Gesetze i{iber involutorische Gruppenelemente
postuliert. Wir sind damit bei der reinen gruppentheoretischen Geometrie angelangt,
die mit Arbeiten von HJELMSLEV und REIDEMEISTER aus den Jahren um 1930 ihren
Anfang nahm und die seither von der Kieler Geometerschule BACHMANNS wesentlich
geférdert worden ist.

Wir wollen hier kurz auf das Bachmannsche Axiomensystem eingehen. Es geht
von einer abstrakten Gruppe ® aus, in der ein invariantes Erzeugendensystem & aus
involutorischen Elementen gegeben ist. Wir bezeichnen die Elemente von & als
Gruppen-Geraden, involutorische Elemente aus ®, die als Produkt von zwei Gruppen-
Geraden darstellbar sind, sollen Gruppen- Punkte heissen?). Der Leser halte sich die
Gruppe K mit den Geraden- und Punktspiegelungen als Beispiel vor Augen. Fiir die
Gruppen-Geraden und die Gruppen-Punkte behalten wir die Symbole X, bzw. X
aus der Gruppe R bei.

In ® werden nun eine Inzidenz- und eine Orthogonalititsrelation eingefiihrt:

Die Gruppen-Gerade X, und der Gruppen- Punkt X, heissen inzident, wenn
(Z,02)2=1.

Die beiden Gruppen-Geraden X, und X, heissen orthogonal, wenn (2,0 X)) = I.
Diese Festlegungen erinnern uns an die beiden Aquivalenzen (1) und (2) in der
Figur 7.

4) Bei BacumaNN werden die Gruppenelemente als Geraden und Punkte bezeichnet. Wir wollen diese
Begriffe hier ausschliesslich fiir geometrische Objekte reservieren.
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