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Über Würfel- und Raumzerlegungen

Mit R" werde der w-dimensionale Euklidische Raum bezeichnet. K bedeute ein
beschränktes Polyeder im Rn. Lässt sich K in endlich viele Teilpolyeder zerlegen, die
mittels geeigneter Translationen und Rotationen zu einem Würfel W zusammengesetzt

werden können, so sagt man, dass das Polyeder K mit dem Würfel W zerlegungsgleich

sei. Hat andrerseits ein beschranktes Polyeder K, welches innere Punkte
besitzt, die Eigenschaft, dass man den Rn mit zu K kongruenten Exemplaren lückenlos
und ohne Überlappung ausfüllen kann, so heisse K ein Zerlegungspolyeder des Rn.

Für geeignete zu K kongruente Kt hat man also in diesem Falle

R» KJK" /(**) n _(/-,) 0 (A*J), (1)
t l

wobei 0 die leere Menge und I(Kk) das Innere von Kk bezeichnet. Die Menge Kt aller
in (1) vorkommenden Kt heisst eine Zerlegung des Rn.

H. Hadwiger [2]x) stellte unlängst die Frage, ob alle Zerlegungspolyeder des Rn

mit einem n-dimensionalen Würfel zerlegungsgleich seien. Es soll hier gezeigt werden,
dass es - unter Verwendung von bekannten ziemlich tief liegenden Sätzen über

Bewegungsgruppen des Rn und über die Zerlegungsgleichheit von Polyedern - nicht
schwierig ist, diese Frage für eine sehr umfangreiche Klasse von Zerlegungspolyedern
bejahend zu beantworten. Es handelt sich dabei um diejenigen Zerlegungspolyeder,
welche Raumzerlegungen ergeben, die eine gewisse gruppentheoretisch definierte
Regularitätseigenschaft haben. Diese Eigenschaft ist jedoch so allgemein, dass es

schwierig sein dürfte, ein Beispiel für ein Zerlegungspolyeder zu finden, das nur solche

Raumzerlegungen ermöglicht, die diese Regularitätsbedingung nicht erfüllen.
In dem nachstehenden Satz, welcher das angekündigte Resultat enthält, wird von

der folgenden Definition Gebrauch gemacht: Eine Menge {Gt} von einander nicht
überlappenden Polyedern des Rn heisse eine reguläre Lagerung, wenn {Gt} eine transitive

Gruppe von Deckbewegungen besitzt. Es soll also eine Bewegungsgruppe r des
Rn geben, so dass für alle G3 e {Gt} und alleyeTdas durch Anwendung von y auf Gi
entstehende y G3 wieder in {Gt} liegt und zu j«dem Paar Gj} Gk von Polyedern aus
{Gt} eiriyel1 mit Gj^yGk existiert. Hängen {Gt} und _T auf die eben beschriebene
Weise zusammen, so werde gesagt, dass {Gt} zur Gruppe r gehöre.

*) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 27.
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Satz. Es sei K ein beschränktes Polyeder mit inneren Punkten und {Kt} eine
Zerlegung des Rn in zu K kongruente Polyeder Kv Ist {Kt} eine reguläre Lagerung oder
zumindest die Vereinigung von endlich vielen (zur selben Gruppe gehörigen) regulären
Lagerungen, so ist K mit einem Würfel zerlegungsgleich.

Bemerkung /. K. Reinhardt [4] fand als Lösung eines bekannten Problems von
Hilbert ein Zerlegungspolyeder, das keiner regulären Raumzerlegung fähig ist. Es

ermöglicht jedoch eine Raumzerlegung, die die Vereinigung von zwei regulären
Lagerungen ist, so dass der angeführte Satz auch in diesem Falle angewendet werden
kann.

Bemerkung 2. Bei den am eingehendsten untersuchten Raumzerlegungen sind die

Kt untereinander translationsgleiche konvexe Polyeder, die so angeordnet sind, dass

je zwei, deren Durchschnitt (n — l)-dimensional ist, eine volle Seitenfläche gemeinsam

haben. Die K{ heissen in diesem Falle Paralleloeder. Man erkennt sofort, dass

Raumzerlegungen dieser Art reguläre Lagerungen sind. Alle Paralleloeder sind demnach

mit einem Würfel zerlegungsgleich.
Beweis des Satzes. Da die Kt innere Punkte haben, ist klar, dass r eine diskrete

Gruppe sein muss. Zwei Punkte P, Q des Rn (oder zwei Polyeder KJ} Kk aus {Kt})
sollen F-äquivalent heissen, wenn es ein y e _T mit P y Q (bzw. K3 y Kk) gibt.
Mt, M2, Md seien die im Satz genannten regulären Lagerungen, deren Vereinigung
{Kt} ist. Bei passender Numerierung kann man annehmen, dass für / 1,2, d

Kl e Mt gilt. Dieses vorausgesetzt, sei M Kx u K2 u ••• U Kd gesetzt. M enthält
dann zu jedem Pe Rn einen zu P_T-äquivalenten Punkt. Dies ergibt sich daraus, weil
wegen (1) für ein gewisses K} e {Kt} und k <Z. d P e K3e Mk ist, so dass es wegen der
Regularität von Mk ein yeT gibt, für das Pey Kk<=^ y M, also y~x PeM gilt.
L. Bieberbach [1] (siehe insbesondere den Beweis von Satz XV, Seite 333-334)
bewies, dass eine diskrete Bewegungsgruppe, die nicht n linear unabhängige Translationen

enthält, die Eigenschaft hat, dass jede Teilmenge des Rn, die zu jedem Punkt
einen dazu äquivalenten enthält, unbeschränkt ist. Da M beschränkt ist, gibt es

daher eine Untergruppe T von _T, die von n linear unabhängigen Translationen erzeugt
wird. Da es sich bei der _T-Äquivalenz offenkundig um eine Äquivalenzrelation
handelt, kann man {Kt} so in paarweise elementfremde Klassen Lv L2,... Lm

einteilen, dass zwei Kt genau dann in derselben Klasse liegen, wenn sie _T-äquivalent sind.
Dass dabei die Anzahl der Klassen endlich ist, folgt unmittelbar daraus, dass es für
ein hinreichend grosses (aber beschränktes) Gebiet in jeder Klasse Ls ein Kt gibt, das

gänzlich in diesem Gebiet liegt. Ohne die Allgemeinheit einzuschränken, kann vorausgesetzt

werden, dass Ks e Ls gilt. Setzt man

L^K1uK2U...uKm, (2)

so erkennt man genauso wie vorhin für M, dass L zu jedem Punkt des Rn einen dazu
jP-äquivaienten Punkt enthält. Andererseits kann es im Innern von L nicht zwei

T-äquivalente Punkte geben. Denn wäre Pe I(L), x Pe I(L) mit einem x e T(x 4=

e Einheitselement von T), so hätte man fürgewisse s und t(s ^m,t ^m) Pe I(KS),
x Pe I(Kt)$ also auch Pe I[r~l Kt). Wegen (1) wäre dannKs t*1 Kt. Daraus folgte
zunächst, dass Ks und Kt in derselben Klasse Ls lägen, s ^ m, t <£ m ergäben dann

K, Kt und somit, weil x eine Translation ist, x — e.
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Es seien jetzt ux, u2, un diejenigen n linear unabhängigen Vektoren, welche
den Anfangspunkt im Koordinatenursprung 0 und als Endpunkte die Punkte

rx 0, x2 0, xn 0 haben, die xt smd dabei die oben genannten Translationen, die T
erzeugen F bedeute das von den Vektoren ult u2, un aufgespannte Parallelotop
Man erkennt ohne weiteres, dass die Parallelotope x F (x e T) eine zu T gehörige
Zerlegung des Rn ergeben und im Innern von F keine zwei voneinander verschiedene
_T-aquivalente Punkte liegen Man betrachte nun diejenigen x F (xeT), fur welche

LOx F innere Punkte enthalt Es gibt, da L ersichtlich beschrankt ist, nur endlich
viele solche x F L wird somit m die endlich vielen Teile LT LOxF (I(LT) =f=0)

zerlegt Wendet man auf jedes LT die Translation r-1 an, so smd alle r_1 LT in F
enthalten Je zwei r_1 Lr können sich nicht überlappen, weil sonst L zwei T-aquivalente
Punkte im Innern enthielte Andrerseits hegt jeder innere Punkt von F m mindestens
einem x~x LT, weil es m L einen dazu T-aquivalenten Punkt gibt und F keine zwei
_T-aquivalenten Punkte im Innern enthalt L und das Parallelotop F smd demnach
zerlegungsgleich Aus der allgemeinen Theorie zerlegungsgleicher Polyeder (siehe
Hadwiger [3], insbesondere S 20-49) ergibt sich nun sofort, dass F und damit L mit
der Vereinigungsmenge von m kongruenten Wurfein zerlegungsgleich ist und dass

dies wegen (2) die Zerlegungsgleichheit von Kx mit einem dieser Würfel zur Folge hat
Helmut Groemer1), Corvalhs, Ore USA
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Sur une propriete des nombres naturels

Le but de cet article est de demontrer d'une facon 6Mmentaire le th£or£me suivant

Theoreme Tout nombre naturel est d'une infinite de manieres une difference de deux
nombres naturels dipourvus de diviseurs premiers carres

Demonstration n 6tant un nombre naturel donn6, designons par Q(n) le nombre de

tous les nombres naturels < n dipourvus de diviseurs premiers carres Soit qn le plus
grand nombre impair dont le carre* est < n Si Ton suppnme dans la suite 1,2, ,n
tous les nombres divisibles par un quelconque des nombres 22 et (2 k + l)2, oü k est

un nombre naturel tel que 2 k -f 1 < qn, il restera dans notre suite Evidemment
seulement les nombres dEpourvus de diviseurs premiers carres Or, les nombres
naturels < n divisibles par un nombre naturel donne* d sont de la forme dk, oü k est
un nombre naturel et dk < n, donc k < n/d, le nombre de tels nombres est donc
<_ n/d Le nombre des nombres de la suite 1, 2, ,w qui sont divisibles par un

*) Der Verfasser dankt der National Science Foundation fur finanzielle Unterstützung (Research
Grant GP-261)
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