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Ungeloste Probleme

Nachtrag zu Nr. 46 (El. Math. 78, S. 85). Die Stufe s eines (nicht formalreellen)
Korpers K war definiert als die kleinste Zahl, so dass — 1 Summe von s Quadraten
aus K ist. Die Herren J. W. S. CassgeLs (Cambridge) und A. PrisTER (Miinchen) haben
gezeigt, dass s stets eine Potenz von 2 sein muss, und dass andererseits jede Zweier-
potenz wirklich Stufe eines Korpers ist. Die (bisher unvertffentlichten) Beweise
verwenden nur Grundkenntnisse der Algebra. Der entscheidende Hilfssatz von
J. W. S. CasseLs lautet: Ist das Polynom f(x) € K[x] Summe von # Quadraten aus
dem Korper K(x), soist f(x) auch Summe von #» Quadraten aus dem Polynomring K [«].

H. LEnz

Kleine Mitteilungen
Notiz iiber Primzahlreihen

Primzahlen (PZ)  sind in der Form » p = a? 4+ D b? darstellbar, worin x eine kleine Zahl
(1,2,4...) sein kann, a, b, D ganze positive Zahlen bedeuten. Zu jeder Kombination x, D
gehort eine mehr oder weniger ausgedehnte Reihe von PZ (mit verschiedenen a und b).
Fiir x = 1, D = 1 enthilt die Reihe zum Beispiel im Bereich bis 100000 rund die Hilfte
aller 9592 PZ (man beachte, dass diese PZ der arithmetischen Reihe 4 A + 1 angehodren
und es rund ebenso viele PZ in der arithmetischen Reihe 4 4 + 3 geben muss, A eine ganze
positive Zahl). Auch D = 2, 3, 7 liefern mit » = 1 Reihen, die je rund die Hilfte der PZ
enthalten. Man kann das fiir D = 1, 2, 3 im Bereich bis 100000, fiir D = 7 im Bereich bis
10000 an Hand der Tabelle von CUNNINGHAM (1904) durch Abzidhlen kontrollieren, die alle
PZ bis 100000 mit ihrer Zerlegungsmoglichkeit unter Verwendung von D = 1, 2, 3 resp.
bis 10000 mit D = 7 und x = 1 enthdlt. Solche ausgedehnte Reihen (rund !/, aller PZ)
erhilt man nur noch mit D = 11, 19, 43, 67, 163, wenn man ausserdem x = 4 setzt.

Vor einiger Zeit wurden in Roy. Soc. Math. Tables V (herausgegeben von J. C. P.
MiLLER, Cambridge 1960) 8 weitere Reihen von PZ im Bereich bis 100000 veréffentlicht,
die zu den Werten D = 5, 6, 10, 13 mit » = 1 und » = 2 gehdren. Jede dieser Reihen
enthilt rund 1/, aller PZ, je zwei mit demselben D-Wert (x = 1 und 2) verschiedene,
zusammen also rund 1/, aller PZ.

Es erheben sich nun folgende Fragen:

1. Werden durch die 3 Reihen von CUNNINGHAM (D = 1, 2, 3) alle PZ bis 100000 er-
fasst, oder wieviele und dann welche nicht ?

Antwort: 1195 werden nicht erfasst, von ihnen gehoren 1195-601 = 594 in die Reihe
D = 1.

2. Werden durch die 8 Reihen der Roy. Soc. alle PZ bis 100000 erfasst, oder wieviele
und dann welche nicht ?

Antwort: 617 werden nicht erfasst, von ihnen gehoéren 318 zur Reihe D =1, zwei
(ndmlich 52963 = 492 + 2 - 159% und 81371 = 2672 + 2 - 71%) zur Reihe D = 2. Die rest-
lichen 297 PZ enden simtlich bemerkenswerter Weise auf 1 oder 9 mit ungerader vor-
letzter Ziffer und geh6ren den Reihen an: 120 A 4+ 71 oder + 119, wenn A eine ganze posi-
tive Zahl ist, also nicht den Reihen mit D = 1, 2 oder 3.

3. Sind die unter (1) genannten 601 PZ in den PZ enthalten, die zu » = 4 und D =
11, 19, 43, 67 oder 163 gehoren, oder wieviele und dann welche nicht?

Antwort: Einige wenige (19) sind nicht darin enthalten.

Die unter (2) genannten 297 PZ mit ihrer Zerlegung sind von mir in einer Tabelle zu-
sammengefasst, die mit Erliuterungen in der Bibliothek der Bergakademie Clausthal
hinterlegt ist. Diese Tabelle stellt offenbar eine Ergdnzung der Tabellen von CUNNING-
HAM und Roy. Soc. dar; denn zusammen gestatten sie nun, die Zerlegung jeder PZ bis
100000 unmittelbar abzulesen. — Die unter (1) und (3) genannten PZ sind von mir mit
Zerlegung in einer zweiten Tabelle mitgeteilt, die sich ebenfalls am angegebenen Orte be-
findet. (Je ein weiteres Exemplar wird der Bibliothek der TH Hannover und der Roy.
Soc. Cambridge iibersandt).
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Zum Schluss sei noch auf folgende Moglichkeit der Zusammenfassung von PZ in Reihen
hingewiesen:

Jede PZ > 71, die auf 1 oder 9 endet, ldsst die Darstellung ¢ = a? + D - 52 zu; fiir jede
PZ > 47, die auf 3 oder 7 endet, gilt z+- p = a? + D - 52.

S. VALENTINER, Bad Oeynhausen/Deutschland

Eine Bemerkung zur Definition der Intervallschachtelung

Es ist iiblich?!), eine Intervallschachtelung durch zwei Folgen (a,),~4,,,... und
(bn)n=1,9,... rationaler Zahlen zu definieren, welche die Bedingungen erfiillen:

(1) Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt a, < a, ;.
(2) Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt b,= b, ;.

(3) Fiir alle natiirlichen Zahlen #» gilt 2, < b,.

(4) Zu jeder positiven rationalen Zahl ¢ existiert eine natiirliche Zahl #n,, so dass fiir

alle natiirlichen Zahlen # > n, gilt
|b, —a,| <e.

Es geniigt jedoch, weniger zu fordern, denn die Bedingung (3) ldsst sich bereits aus den
Bedingungen (1), (2) und (4) zusammen folgern.

Nehmen wir ndmlich an, fiir zwei Folgen (@,)p=y,,,... und (b,;)n -1, ... rationaler
Zahlen seien die Bedingungen (1), (2), (4), nicht aber (3) erfiillt, dann muss es eine natiir-
liche Zahl m, geben, fiir die gilt

am, > bm, .

Wegen (1) und (2) gilt daher fiir alle natiirlichen Zahlen m > m,

am = am, > bmy = bm .
Wihlt man nun

so folgt
am — bm = am, — bm, > ¢

fiir alle m > m,. Das steht aber im Widerspruch zu (4).

Fiir die Definition der Intervallschachtelung braucht man demnach nur die Bedin-
gungen (1), (2) und (4). Diese sind voneinander unabhingig.

Wiahlt man ndmlich a, = (— 1)" 1/n, b, = 1/n fiir alle natiirlichen Zahlen %, so gelten
(2) und (4), nicht aber (1).

Beia, = — 1/n, b, = (— 1)" 1/n fiir alle natiirlichen Zahlen # sind (1) und (4) erfiillt,
(2) gilt nicht.
Schliesslich sind mit a, = » und b, = — # fiir alle natiirlichen Zahlen » (1) und (2)

erfiillt, wiahrend (4) verletzt ist.

‘Will man aber in der Definition nicht auf die Bedingung (3) verzichten, so kann man
(4) durch eine schwichere Forderung ersetzen:

(4a) Zu jeder positiven rationalen Zahl ¢ existiert eine natiirliche Zahl #,, so dass gilt

’b”o—'a”‘o‘ <e&.

Das System der Forderungen (1), (2), (3) und (4a) ist vollstindig.
Ist ndmlich fiir zwei Folgen (@,)n~1,2,..., (On)n=1,9,... rationaler Zahlen dieses System
erfiillt, so gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n > #n,

Oébn—an_é_bno—an,<8.
Also gilt (4). '
Die Forderungen (1), (2), (3) und (4a) sind auch unabhingig voneinander.
Wihlt man a, = (— 1)" 1/n, b, = 1/n fiir alle natiirlichen Zahlen #, so sind (2), (3) und
(4a), nicht aber (1) erfiillt.

1) J. Naas, H. L. ScuMmip, Mathematisches Wirterbuch, I, 2. Aufl. (1962), S. 832.
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Mit a, = — 1/n, b, = (— 1)* 1/n fiir alle natiirlichen Zahlen # sind (1), (3) und (4a)
erfiillt, (2) gilt nicht.

Setzt man a, = 1/2 — 1/n, b, = 1/n — 1/2 fiir alle natiirlichen Zahlen #, so gelten (1),
(2), (4a). (3) gilt nicht.

Schliesslich sind mit @, = — 1/» und b, = 1 fiir alle natiirlichen Zahlen » (1), (2), (3)
erfiillt, (4a) ist verletzt. HaNs-JoacHIM VOLLRATH, Darmstadt

Uber einige Beriihrungs- und Orthogonalkreise am Dreikreis

In seinem schénen Beitrag «Zum Apollonischen Beriihrungsproblem» in «Praxis der
Mathematik», 3. Jg. hat Prof. Lubwic BIEBERBACH auf Seite 147 (Formel 19) seine allge-
meinen Resultate auf den Dreikreis angewandt, unter dem ein Tripel von Kreisen ver-
standen sei, die sich paarweise berithren. Durch Reduzierung und Umkehrung ergab sich
daraus die Formel 20

1 1 1 1 2
Ve, ) "1 + 72 T 73 T e’

in der der Orthogonalkteisradius ¢ der Inkreisradius des Dreiecks der zu den Radien
7y, 7q, ¥y gehorenden Kreismittelpunkte (1) ist. Er wird aus #,, 7, 73 bequem durch die
Heronische Formel dargestellt:
0= ‘I/ ViV 73
71+ ¥y + 74

Sdmtliche weiteren Beriithrungs- und Orthogonalkreise ad infinitum, wie sie die
Zeichnung andeutet, kénnen dann aus den nun insgesamt sechs gegebenen Kreisen durch
einfache algebraische Operationen gewonnen werden.

So kann man zum Béispiel aus den r,, 7,, 7, ein neues Tripel zusammenstellen, zu dem
dann das gegebene 7, als Ankreis gehort. Daraus ergibt sich neu der Orthogonalkreis g,
und mit ihm wiederum der Inkreis », des gewdhlten Tripels.
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Eine Fiille interessanter Beziehungen breitet sich so aus innerhalb der Beriihrungs-
kreise, der Orthogonalkreise (die wieder unter sich Beriihrungskreise sind), zwischen den
beiden Gruppen usw. Zur Veranschaulichung diene folgende Formel:

1
N

1 1 1 1 1
+7?+"'+7:18(71+M+—)'

9 L6 Y3

WaLTER K. B. Horz, Hagen (Deutschland)

Punkte mit ganzzahligen Abstinden

Folgendes Verfahren erlaubt, auf einer Geraden eine beliebige (endliche) Anzahl von
Punkten zu bestimmen, die unter sich und von einem passend gewiahlten, ausserhalb der
Geraden liegenden Punkte ganzzahlige Abstinde haben?).

Im Dreieck 4 BP seien die Masszahlen der Seiten AB = p, AP =a und BP = b
rationale Zahlen. Die Zahl » > b sei ebenfalls rational, sonst aber beliebig. Ist nun C der-
jenige Punkt der Geraden A4 B, fiir welchen gilt BC = ¥ und CP = ¢ = v — x, so ist auch
» und damit ¢ rational; denn der Cosinussatz, ein erstes Mal fiir den Winkel BA P und die
Gegenseite b, ein zweites Mal fiir denselben Winkel und die Gegenseite ¢ = » — x hinge-
schrieben, liefert eine in x lineare Gleichung mit rationalen Koeffizienten. Hat man auf
der Geraden A B den Punkt C und durch dasselbe Verfahren endlich viele weitere Punkte
D, E,... bestimmt, so kann man durch passende Vergrosserung der Figur PABCDE...
stets erreichen, dass die Masszahlen aller Strecken, die die neuen Punkte P*, A*, B*,
C*,... verbinden, ganzzahlig werden.

Beispiel: AB = 2, AP=4, BP =3, v
A*P* —= 28, B¥*P* = 21, B*C* = 18, A*C*

6 fithrt auf ¥ = 18/7 und A*B* = 14,
32, C*P* = 24, F. STEIGER, Bern

Aufgaben

Aufgabe 440. Der Schleife der Strophoide
(#* + %) ¥ = 2% — »?

ist eine Folge von sich der Reihe nach beriihrenden Kreisen K,, K,, Kj, ... einbeschrieben.
K, ist Scheitelkriimmungskreis, widhrend jeder andere die Kurve doppelt beriihrt. Diese

Kreise schneiden die x-Achse in den Punkten mit den Abszissen a, (= 1), a,, a,, ... . Man
zeige, dass die a; Stammpbriiche sind und dass (3 — (— 1)*)/4 a,, fiir jedes » das Quadrat
einer natiirlichen Zahl ist. C. BiNDSCHEDLER, Kiisnacht

Lésung: Die Strophoide H geht durch Spiegelung am Einheitskreis um den Ursprung
in die gleichseitige Hyperbel H’ = % — y2 — x = 0 {iber. Der Kreis

K=x*+92—(s+)x+st=0,

der die x-Achse in Gegenpunkten mit den Abszissen s und ¢ trifft, werde mit H” zum Schnitt
gebracht. Fiir die Abszissen der Schnittpunkte der beiden Kurven erhdlt man so die
Gleichung

22— (s+t+1)x+st=0,

deren Diskriminante (s + ¢ + 1)2 — 8 s ¢ verschwindet, wenn K die Hyperbel H’ beriihrt.
Dies ergibt (bei festgehaltenem s)

2 —(6s—2)t+ (s+ 1)2=0. (1)

1) Vergleiche die Mitteilungen von E. Trost, M. ALTWEGG, A. MULLER, F. STEIGER in El. Math. 6,
Nr. 3, 59 (1951); 7, Nr. 3, 56 (1952); 8, Nr. 2, 87 (1953); 8, Nr. 3, 66 (1953) Text verstiimmelt.
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