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106
Propriétés algébriques des polynémes en D
1. Introduction

Nous designerons par D l'opérateur d/dx, et par D™ l'opérateur itéré m fois,
c’est-a-dire que D™ = d™[dx™, par mondme en D une expression de la forme f(x) D™,
que nous convenons d’écrire f D™. Nous appellerons polynéme en D une expression
de la forme

n

A= 2 a,,(x) Dm = Z'f' a,, D™ . (1)

m 0

Nous appellerons degré du polynéme la puissance la plus élevée en D et nous I’écrirons
deg (4) = »n. Rappelons que D° = I, opérateur identique.

Un produit de deux mondémes a D™b D* doit étre interprété comme le produit par a
du résultat de I'opération de D™ sur b D*. Par contre a(D™b) D" signifie que a multiplie
le résultat de I'opération de D™ sur b(x), le tout multipliant D». Il suit que nous
pouvons écrire a(D™b) D" = (D™b) a D* = f D", ou f = a(D™b).

Nous rappelons que D et toutes ses puissances sont des opérateurs linéaires,
c’est-a-dire que f et g étant des fonctions de x et o et B des constantes, on a
D(af+pg=aDf+pDg

Dm étant appliqué a un produit de deux fonctions on a d’aprés la formule de
Leibniz

Drab — Z":; (’q") (Dta) (Dm-1b) = 2":; (’:) (Dm=1a) (D™b) 2)

et

Dma D" = 2( ) Dug) Dr+m-a = 22:’ (i;) (Dm—ag) D+, (3)

q=0

Dans la présente étude nous rappelons d’abord les propriétés algébriques des
polyndémes en D, puis nous introduisons les divisions a droite et a gauche de deux
polynémes. Comme on verra il est essentiel de distinguer entre ces deux opérations
puisque le produit de deux polynémes n’est pas commutatif.

2. Opérations sur les mondmes

Puisque D et toutes ses puissances sont des opérateurs linéaires il n’y a aucune
difficulté dans I’addition des mondmes et leur multiplication par des nombres ou des
fonctions. En plus ’addition est commutative, associative et la multiplication par des
fonctions est distributive par rapport a 1’addition.

La situation est différente pour la multiplication de mondémes entre eux. En
général f Dmg D* + g D*f D™, puisque

fDngn_fZ( >(Dk ) Dn+m— kaZm‘( )(Dm ~kg) Dn+k

k=0
et

gDfDm =g 2 (Z) (D¥f) Dm+n—k = g ( ) (Dr—kf) Dm+k
k=0 k=0
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Ces deux expressions sont en général différentes. Il s’ensuit que les multiplications de
mondémes ne sont pas commutatives en général. Nous allons montrer qu’elles sont
cependant associatives. Considérons les trois monémes oo = a D™, f = b D*, et, y = c D*.

Nous aurons: "

@f=aDbD—a ) (’”) (Dm~tb) Dr+»
F=o \?

4y (Dm-#b) Di+bc Dk — g (m (D™~ 1b) S (PP (Ducs-ag) Drea
y—aZ g apZ 5 q:Z(: g ( c) :

D’autre part, e
By =0bDc DF= bZ( ) (Dr—rc) DE+r

r=0 r

x(fy) = a Dmb Zn (’:) (Dn-7c) DE+r = q Zm’ (’Z) (Dm-#b) D 2 <’:> (D"=7c) Dk+r

m ” 14
— ap;; (Z) (Dm—[zb)f;; (:") 5220 (f) (Dn r+p "C) Dk+r+s
S £
p=0 r=0 s§=0

Posons 7 4+ s = ¢, nous aurons

n o p+r n ﬁ
<SG g E )2 oo

Pour une valeur donnée de g, » varie de 0 a ¢, et dans ces conditions g peut prendre
toutes les valeurs de 0 a $ 4+ ». Nous pouvons donc écrire

e i o 5(9(2)

¢g=0 q—7

D’apreés la formule due a CAuCHY (voir par exemple [1], p. 73)

| Z0)G2)-07)
on voit que

(B y) -—aZ( ) (Dm=rb) Hp("_;i)) (Dr+b-dc) DE+d = (2 ) y
g=0

Nous avons ainsi démontré I'associativité des produits de monémes en D.

3. Polynémes en D

Soient les trois polyndmes en D:

" m k
A= )Y aDt, B=3'b,D1, C=) cD. 4)
p=0 q=0 r=0
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Supposons pour fixer les idées que # > m > k. D’apreés ce que nous avons vu au
paragraphe 2 nous pouvons écrire

(A+B) +C=A+B+C)=A+B+C=}[,D?,
p=0

ou
fp=a,+b,+¢c, pour 0 < p <k

fp=a,+ b, pour B+ 1< p<m
fp=a, pour m+ 1 <p <m.

Nous avons vu au paragraphe 2 que le produit de mondémes n’est pas commutatif. Il
s’ensuit que le produit de polynémes ne 1'est pas non plus. Comme le produit multiple
de monoémes est associatif il en est de méme des produits de polynomes, en effet

n m k n m k
(4B) C = a, D? b, D4 ¢, Dr = a, Db, Dic, D"
b q r b q r
p=0 g=0 r=0 p=0¢g=07r=0

— A(BC) = ABC.

4. Division a droite

Soient 4 et B les deux polynémes définis au paragraphe 3 et supposons encore que
deg (A) = n > deg (B) = m. Nous cherchons deux polynémes Q et R tels que

A=QB+R, (5)

avec la condition deg (R) < deg (B). Pour déterminer Q) et R nous opérons comme
suit:

Nous considérons d’abord le produit g, D"—™b,, D™, ou g, est une fonction que
nous définirons plus loin. Nous aurons

s=0 S

o Dn—-mbm Dm — o 2 ('}'L - m) (Dn—m—sbm) Dm+s

Séparant le terme correspondant a s = n — m (puisque # > m, n — m est au moins

égal a 1), on aura
n-m—1

qun—mmem:qomen+qo 2 <n:m) (Dﬂ_m~sbm) Dm+s.

s=0

Calculons maintenant le produit ¢, D*—"B. En écrivant pour B

m m-—1
B=}b,Di=b,D"+ Y b, D1,
g=0 g=20

nous obtenons

m-n—1

goD*~"B = g4b,, D" + ¢, ]

s=0

(n_s_ m) (Dn-—-m-—sbm) Dm+s

m—-1 n—-m (n —m

+4 ) ) ] )(Dn—m—sbq)pw.

g=0 5=0
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Dans la premiére somme prenons m + s = #, et, faisant les changements correspondants
dans les limites nous obtenons pour la premiére somme

n-m-1 "n—m n—1 "—m
0 ) ( ) wremrby pres — g 7M7) (Dr-up,) D,
s=0 u=m -
Dans la seconde somme prenons ¢ + s = %, nous aurons
m—1 n—m "—m m—-1 g+m—n n—m
q02 2 ( (Dn-—m—sbq) Dq+s:q02 Dn m— u+qb)D
4=0 s5=0 S =0 4= u —
Pour une valeur donnée de #, ¢ varie de O & #, donc la derniére expression peut étre

écrite

u=0 u—q

9o 21{2<"" )(D" m- "+qb)=D".

En substituant cette expression dans g, D*~™B, nous aurons

" (n—m
qun——mB = ¢, b, D + o : 2 <u . m) (Dn—ubm) Du

n—-1 u n—m
+ 2 [2 (u_q) (D"~m~u+qb,,)} D“}.
u="0 q=0
Soit alors
Gy == (n——m> (Dn_m~U+qbq)’ pour 0 < u <m—1
g=o0 \#¥ — 4
et
“in—m "
= n—m=t+t n—u .
C, q=0<u_q)(D qbq)+<u_m>(D b,), pour m<u<n-—1.

En changeant » en p nous obtenons

n-—1
go D"~ "B = ¢y b,, D" + g4 2 ¢, D?.
p=0

Nous écrivons alors
A =qgoD*~"B + 4,, (6)

donc
n—1

n-1
dg=A —qyD*-"B= 3'a,D?+a,D"— g,b, D" — Zchf'.
p=0 p=0

Si nous choisissons g, = 4,/b,, le terme en D" disparait et nous aurons

n-1

p=0
ol 7, est la plus grande valeur de p pour laquelle 4, — ¢, + 0, et a4, — ¢, = a, ,. Mais
ng est le degré de A, donc deg (4y) = ny < n — 1.
Nous envisageons alors deux possibilités:
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1. deg (4,) < deg (B), c’est-a-dire, n, < m. Dans ce cas 4, = R, et la division est
terminée.

Q:qu"—m:%D"-m, A=QB+R.

2. deg (A4,) = deg (B), c’est-a-dire, n, = m. Dans ce cas nous continuons la
division en écrivant

Ay=¢, D" "B + 4,. (7)

En opérant comme précédemment, prenant ¢, = a, , /b,,, nous trouverons

ne—1

Ay=Ay—¢, D" "B = 2 a,,, D¥ = 2 ay,, D?,
5=0 =0

ol #, est la plus grande valeur de p pour laquelle ¢, , + 0, et a, , est défini comme a, ,.
De nouveau nous avons deux possibilités:

3. deg (4,) < deg (B), c’est-a-dire, n; < m; dans ce cas la division est terminée,
R == Al’ et, Q = qun——m + ql Dn‘.‘m.

4. deg (4,) = deg (B), c’est-a-dire, n, = m, dans ce cas nous continuons la
division en écrivant

Ay =gy D" "B + 4,, (8)

et ainsi de suite.

Puisque deg (Ag) =no<n—1,
deg (4,) = ny, < np— 1

---------------------

les degrés des polynémes successifs 4,4, 44, ... vont en diminuant. Il arrivera donc un
moment ou nous trouverons 4, de degré inférieur au degré de B. La division devra
donc s’arréter. Nous aurons donc avec n, < m

A= (qyD" ™+ q D" "+ q, D" "4 ...+ q,D-1"") B+ A,.

Nous avons donc effectué la division a droite. Montrons que le résultat de cette
division est unique. Supposons qu’il y ait deux divisions possibles: 4 = QB + R,
deg (R) < deg (B),et, A = Q'B + R’, deg (R’) < deg (B). Il s’ensuit que 9B + R =
Q'B+ R', ou, (Q— Q') B=R'— R. Comme R et R’ sont de degré inférieur a
B, R’ — R est de degré inférieur 4 B, donc de degré inférieur a (Q — Q') B. L’égalité
n’est donc possible que si Q = Q’, et, R = R’, ce qui montre que la division est unique.

5. Divisibilité & droite

On dit que le polynéme A est divisible a droite par le polyndme B s’il existe un
polynéme Q tel que 4 = QB. Il est clair que dans ces conditions R = 0.

Les théorémes concernant la division et la divisibilité des polynémes algébriques
et qui n’utilisent pas la propriété de commutativité des polyndémes algébriques peuvent
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étre redémontrés pour les polynémes en D. En particulier on peut définir un plus
grand commun diviseur a droite de deux polynémes en D. Nous ne donnons pas ces
démonstrations qui sont élémentaires.

6. Application aux équations différentielles linéaires homogeénes

Jusqu’a présent nous avons étudié les polynomes en D d’un point de vue purement
algébrique. Les polyndmes en D sont cependant des opérateurs linéaires et Ay = 0
est une équation différentielle linéaire homogéne. D’aprés [2] et [3] I'équation Ay = 0
est dite réductible s’il existe une équation By = 0 ayant au moins une solution
particuliére en commun avec 4y = 0, et étant d’ordre inférieur & Ay = 0. Il est clair
que l'ordre de 'équation differentielle linéaire homogéne est le degré du polynome.
Dans notre cas la réductibilité correspond a l'existence d'un plus grand commun divi-
seur a gauche, de degré au moins égal a un, pour les deux polynomes. En effet, soit
E=p,D+ py, et, A = Q,E, B = Q,E. Si vy, est une solution particuliere de Ey = 0,
il est clair que y, sera aussi une solution particuliére de Ay = @, Ey = 0, et de By =
Qs Ey = 0. Plus généralement si C, comme défini par (4) est le plus grand commun
diviseur a droite de 4 et B, c’est-a-dire que, Ay = Q; Cy =0, et By = Q, Cy =0, il
s’ensuit que les solutions particuliéres de Cy = 0 sont aussi des solutions particuliéres
de Ay =0, et de By = 0. En particulier, si 4 = @B, Ay = 0 admettra toutes les
solutions particulieres de By = 0 comme solutions particuliéres.

Cependant toutes ces conditions sont suffisantes mais elles ne sont pas nécessaires.
Il se peut en effet que y, soit une solution particuliére commune 4 Ay = 0, et By = 0,
sans que y, soit une solution particuliére d'une équation linéaire du premier ordre et
homogéne. Nous pouvons résumer les résultats précédents de la fagon suivante:

Théoréme: Une condition suffisante pour la réductibilité de I'équation différentielle
linéaire homogéne Ay =0 est l'existence d'une équation différentielle linéaire
homogene By = 0, d’ordre inférieur & Ay = 0, et telle que les deux polynomes 4 et B
aient un plus grand commun diviseur a droite de degré au moins égal a 1.

7. Division a gauche

De méme que nous avons défini une division a droite nous pouvons définir une
division a gauche des polyndémes en D, en écrivant

A=BQ+ R, deg(R) < deg(B).

Le calcul des deux cas présente de grandes analogies. Remarquons que le terme de
plus haut degré sera le méme pour les deux divisions. On aura pour la division & gauche

Q=¢qo D"+ g, D=t L

et ¢, = a,/b,,, comme il sera facile a vérifier.
SeLMO TAUBER, Portland State College, Portland, Oregon, U.S. A.
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