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Proprietes algebriques des polynömes en D
1. Introduction

Nous designerons par D FOperateur djdx, et par Dm Foperateur itere m fois,
c'est-ä-dire que Dm dm/dxm, par monöme en D une expression de la forme f(x) Dm,

que nous convenons d'6crire / Dm. Nous appellerons polynöme en D une expression
de la forme

A £am{x)D»=Z;amD>'. (1)
m -0 tn -0

Nous appellerons degr£ du polynöme la puissance la plus elevee en D et nous Fecrirons
deg (A) n. Rappeions que D° I, Operateur identique.

Un produit de deux monömes a Dmb Dn doit etre interpr6te comme le produit par a
du resultat de FOperation de Dm sur b Dn. Par contre a(Dmb) Dn signifie que a multiplie
le resultat de FOperation de Dm sur b(x), le tout multipliant Dn. II suit que nous

pouvons 6crire a(Dmb) Dn (Dmb) aDn / Dn, oü / a(Dmb).
Nous rappelons que D et toutes ses puissances sont des Operateurs lineaires,

c'est-ä-dire que f et g £tant des fonctions de x et a et ß des constantes, on a

D(oLf + ßg)^öiDf + ßDg.
Dm 6tant appliqu6 k un produit de deux fonctions on a d'apres la formule de

Leibniz

Dmab £ (m\ (D*a) (Dm-<*b) JT J (Dm-*a) (Dmb) (2)

DmaDn £ (m) (D«a) Dn+m-<* £ (*) (Dm-*a) £>» + «. (3)
q-Q \9J q-0 \<I /

Dans la präsente etude nous rappelons d'abord les proprietes algebriques des

polynömes en D, puis nous introduisons les divisions ä droite et k gauche de deux
polynömes. Comme on verra il est essentiel de distinguer entre ces deux Operations
puisque le produit de deux polynömes n'est pas commutatif.

2. Operations sur les monömes

Puisque D et toutes ses puissances sont des Operateurs lineaires il n'y a aucune
difficult,. dans Faddition des monömes et leur multiplication par des nombres ou des

fonctions. En plus Faddition est commutative, associative et la multiplication par des

fonctions est distributive par rapport k Faddition.
La Situation est differente pour la multiplication de monömes entre eux. En

g£n£ral / Dmg Dn 4= g Dnf Dm, puisque

fDmgDn ___ f]£ M {Dkg) Dn + m-k / JT H (D"~*g) £>« + *

et

g D«f D» gf ft\ (Z)*/) D-+-* gjj h) (/>-*/) D* + *.

et



D'autre part,
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Ces deux expressions sont en general differentes. II s'ensuit que les multiplications de

monömes ne sont pas commutatives en general. Nous allons montrer qu'elles sont
cependant associatives. Considerons les trois monömes a a Dm, ß b Dn, et, y c Dk.

Nous aurons:

0Lß aDmbDn a y(m) (Dm~*b) Dn+P
P-o \P]

m fm\ m lm\ n4~p fn4-J>\
(a ß) 7 a Z\ (Dm~Pb) Dn+Pc Dk==aZ\^) (Dm~pb) £ F) (D"+p-«c) D*+*.

/> o \P) p-o \Pj o \ /

ßy bDncDk b jr (U\ (Dn~rc) Dk+r

oi(ßy) aDmb JJ (n) (Dn~rc) Dk+r a jj£ (™
j (Dm~Pb) DP jj (j (Dn~rc) Dk+r

aZ (*) (Dm-ph)Z Z (f) (D-'+'-'c) D*+'+'

*Z (fj (&-pb)Z Z (") (f) (ö"+*-fr+j)') »k+{r+s) •

Posons r + s q, nous aurons

Pour une valeur donnee de q, r varie de 0 ä q, et dans ces conditions q peut prendre
toutes les valeurs de 0 ä p + w. Nous pouvons donc ecrire

«GM « jj fr) (D"->b)Pßf(D"+P-«c) D> +<£ Q ^ *
f

D'apres la formule due ä Cauchy (voir par exemple [1], p. 73)

y (n\ P \ _ (n + P

on voit que
,TS W \9-rJ \ 9

<ßY) =a Jt\)\ (Dm~Pb) ny(n + P\ (D«+P~<*c) Dk + « =(oiß)y.
P~Q \PJ q~o\q

Nous avons ainsi demontre Fassociativite des produits de monömes en D.

3. Polynömes en D

Soient les trois polynömes en D:

n m k

A EaPD"> B EhDq> c E°rDr- (*)
p=*Q q~0 f«0
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Supposons pour fixer les idees que n > m > k. D'apres ce que nous avons vu au
paragraphe 2 nous pouvons ecrire

(A + B) + C A + (B + C) A + B + C £ fpDP,
/>-o

oü

ffi ap+bp + cp pour 0 < p < k

fp ap-\- bp pour k -f 1 < p < m

fp ^ pour m -f 1 < p < n •

Nous avons vu au paragraphe 2 que le produit de monömes n'est pas commutatif. II
s'ensuit que le produit de polynömes ne Fest pas non plus. Comme le produit multiple
de monömes est associatif il en est de meme des produits de polynömes, en effet

(n
tn \ k n tn k

E*PDP EK0") EcrDr= E E E*pDt>bqDicrD'
£ 0 # 0 / f 0 p 0 q 0 f 0

A(BC) ABC.

4. Division ä droite

Soient A et B les deux polynömes definis au paragraphe 3 et supposons encore que
deg (A) n > deg (B) m> Nous cherchons deux polynömes Q et R tels que

A QB + R, (5)

avec la condition deg (R) < deg (B). Pour determiner Q et R nous Operons comme
suit:

Nous considerons d'abord le produit q0Dn-mbmDm, oü q0 est une fonction que
nous definirons plus loin. Nous aurons

n~m fn m\
q*D*-"bmD« q* £[ $ J (D*-*-bJ D«+'.

Separant le terme correspondant k s n — m (puisque n > m, n — m est au moins
egal ä 1), on aura

qoD»-*»bmD>" q0bmD» + q0 £ l
§

WD-"-*bm) D™+*.

Calculons maintenant le produit q0Dn~mB. En ecrivant pour B

B= EKD"=KDm+mEbqD'>,

nous obtenons
m-n-l /^ yy\

q00—B q0bmD» + q0 E s j P"-"-**J ^m+J

?«0 s-0 \ S /
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Dans la premiere somme prenons m + s u, et, faisant les changements correspondants
dans les limites nous obtenons pour la premiere somme

?o"|f (M -m) (D»-°>->bm) d-+.=%"e (2: z) wn-ub">Du ¦

Dans la seconde somrtie prenons q -\- s u, nous aurons

m_l n-tn I _ \ m-1 q±m-n I __ \
i«E E )(ß-"-%)i»+' q*Z E L * (ö"-,+«Mß'.?=os=o\6 / ?^=o M-0 \u — q /

Pour une valeur donnee de w, ^ varie de 0 ä u, donc la derniere expression peut etre
ecrite

En substituant cette expression dans qQDn-mB, nous aurons

{w_1
/?. — m\

27 L _ J (ö"-"»j ö"

2"fM w) (_>¦-«-+•-,)+ 2:
«-0

Soit alors
u I% m\

u= Z \ (Dn-m-u + ibq), pour0<w<m-l
g=o \u ~ q)

Du\

c

et

c,» __7 L _ q j (ß"-m-"+» V +
_

1 (Ö"""6J pöur m < u < n - 1.

En changeant u en p nous obtenons

?0 D—>B ?0 ._ D» + g0 E cp DP.
P-o

Nous .crivons alors

A=q0D«->B + A0, (6)

donc

A9 A- qQD»-»>B =EapDP + anD"- q0bmD» - E cpDP.
£=0 p~0

Si nous choisissons q0 a„/6m le terme en Dn disparait et nous aurons

A0=Z ("p-Cp)Op= Z*o,pDP>
/> o p~o

oü n0 est la plus grande valeur de p pour laquelle ap — cp =}= 0, et ap — cp aop. Mais
w0 est le degre de _40, donc deg (^40) n0 < n — 1.

Nous envisageons alors deux possibihtes:



110 S. Tauber- Proprietes algebriques des polynömes en D

1. deg (_40) < deg (B), c'est-ä-dire, n0 < m. Dans ce cas _40 R, et la division est
terminee.

Q q0Dn'm ^Dn-m, A^QB+ R.

2. deg (A0) ^> deg (B), c'est-ä-dire, n0 ^> m. Dans ce cas nous continuons la
division en ecrivant

A^q.D^B + A^ (7)

En operant comme precedemment, prenant qx a0 n \bm, nous trouverons

A^A0- qx D»--mB E ahp DP^E axP D" >

£ 0 p 0

oü wx est la plus grande valeur de p pour laquelle alp # 0, et alp est defini comme a0 p.
De nouveau nous avons deux possibihtes:

3. deg (_4X) < deg (B), c'est-ä-dire, % < m; dans ce cas la division est terminee,
R At, et, Q q0Dn~m + q1Dn^-m.

4. deg (_4j) 2? deg (B), c'est-ä-dire, nx ^ w, dans ce cas nous continuons la
division en ecrivant

A1 q2Dn^mB + A2, (8)

et ainsi de suite.

Puisque deg (_40) n0 < n — 1,

deg (Ax) «^»0-1

deg (4/) nj< nj-i - 1
>

les degres des polynömes successifs A0, Av vont en diminuant. II arrivera donc un
moment oü nous trouverons As de degre inferieur au degre de B. La division devra
donc s'arreter. Nous aurons donc avec ns< m

A (q0 Dn~m + qx Dn^m -f- q2 Dn^m +... + qs Dns-^m) B + As.

Nous avons donc effectue la division ä droite. Montrons que le resultat de cette
division est unique. Supposons qu'il y ait deux divisions possibles: A QB -f- R,
deg (R) < deg (B), et, A Q'B + R', deg (Rf) < deg (B). II s'ensuit que QB -f R
()'£ -f i?', ou, (@ -Q') B R' - R. Comme # et #' sont de degre inferieur ä

B, R' — R est de degre inferieur ä _5, donc de degre inferieur ä (Q — ()') Z?. L'egalite
n'est donc possible que si Q — ()', et, i£ R', ce qui montre que la division est unique.

5. DivisibilitS ä droite

On dit que le polynöme A est divisible ä droite par le polynöme B s'il existe un
polynöme Q tel que A QB. II est clair que dans ces conditions R 0.

Les theoremes concernant la division et la divisibilite des polynömes algebriques
et qui n'utilisent pas la propriete de commutativite des polynömes algebriques peuvent
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etre redemontres pour les polynömes en D En particulier on peut defmir un plus
grand commun diviseur ä droite de deux polynömes en D Nous ne donnons pas ces
demonstrations qui sont elementaires

6. Application aux Equations differentielles lineaires homogenes

Jusqu'ä present nous avons etudie les polynömes en D d'un pomt de vue purement
algebrique. Les polynömes en D sont cependant des Operateurs lmeaires et Ay — 0
est une equation differentielle lineaire homogene D'apres [2] et [3] l'equation Ay 0
est dite reductible s'il existe une equation By 0 ayant au moms une Solution
particuhere en commun avec Ay 0, et etant d'ordre inferieur ä Ay 0 II est clair
que l'ordre de l'equation differentielle lineaire homogene est le degre du polynöme
Dans notre cas la reductibihte correspond ä l'existence d'un plus grand commun diviseur

a gauche, de degre au moms egal ä un, pour les deux polynömes En effet, soit
E px D + p0, et, A QXE, B Q2E Si yx est une Solution particuhere de Ey 0,

il est clair que yx sera aussi une Solution particuhere de Ay Qx Ey 0, et de By
Q2 Ey 0 Plus generalement si C, comme defim par (4) est le plus grand commun
diviseur ä droite de A et B, c'est-ä-dire que, Ay Qz Cy 0, et By Q± Cy — 0, il
s'ensuit que les Solutions particuheres de Cy 0 sont aussi des Solutions particuheres
de Ay 0, et de By 0 En particulier, si A QB, Ay 0 admettra toutes les
Solutions particuheres de By 0 comme Solutions particuheres

Cependant toutes ces conditions sont süffisantes mais elles ne sont pas necessaires

II se peut en effet que yx soit une Solution particuhere commune ä Ay 0, et By — 0,
sans que y1 soit une Solution particuhere d'une equation lineaire du premier ordre et
homogene Nous pouvons resumer les resultats precedents de la facon suivante

Theoreme Une condition süffisante pour la reductibihte de l'equation differentielle
lineaire homogene Ay — 0 est l'existence d'une equation differentielle lineaire
homogene By 0, d'ordre inferieur ä Ay 0, et teile que les deux polynömes A et B
aient un plus grand commun diviseur ä droite de degre au moms egal ä 1

7. Division ä gauche

De meme que nous avons defini une division ä droite nous pouvons defmir une
division ä gauche des polynömes en D, en ecrivant

A BQ + R, deg (R) < deg (B)

Le calcul des deux cas presente de grandes analogies Remarquons que le terme de

plus haut degre sera le meme pour les deux divisions On aura pour la division ä gauche

Q q0 Dn~m -f qx Dn-m~l +
et q0 — ajbm, comme il sera facile ä venfier

Selmo Tauber, Portland State College, Portland, Oregon, USA
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