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p In der Ebene der komplexen Zahlen sind die Ecken z = ¢, die Wurzeln der Gleichung

" —1=0,(k=0;1;...;n— 1). Fir die Abstinde des Punktes ¢, = 1 von den ande-
ren gilt

d=11—¢l, (k=1,2,...;n—1).
2" — 1 = 0 hat die Wurzel z = 1, folglich besitzt

2" —1

I -1 n—2 —

PR =zl 4 2 +...4+2+1 0

die Wurzeln z = ¢, (¢ =1;2;... ;n — 1); demnach ist

2l izt l=(2—¢&)(2—€) ... (2—¢€,_1) -
Fiir z = 1 folgt hieraus
, l—e)(l—¢)...(1L—¢,_4)=mn,
also ist auch d, d,...d,_, = n, und das gesuchte geometrische Mittel hat den Wert

n-1__
V.

Literaturiiberschau

Inequalities. Von E. F. BECKENBACH und R. BELLMAN. Ergebnisse der Mathematik und
ihrer Grenzgebiete Neue Folge Heft 30. XII und 198 Seiten mit 6 Abbildungen. DM 48.60.
Springer Verlag, Berlin 1961.

1934 erschien das heute klassische Werk gleichen Titels von HArDY, LITTLEWOOD und
PoLvA, das wohl zum ersten Mal eine Systematik in das aus vielen Einzelresultaten be-
stehende Spezialgebiet der Ungleichungen brachte. Seither ist die Bedeutung der Un-
gleichungen stdndig gewachsen, vor allem im Hinblick auf viele moderne Anwendungs-
gebiete der Mathematik (Spieltheorie, Lineare Programmierung, Okonometrie etc.). Wie
sehr die allgemeine Entwicklung der Algebra und Analysis auch diesem Forschungsgebiet
zugute gekommen ist, wird aus dem vorliegenden Heft ersichtlich, das ein modernes
Sammelwerk von Resultaten und Methoden in iibersichtlicher Forim darstellt.

Die klassischen Ungleichungen haben weitgehende Verallgemeinerungen und Ver-
schiarfungen erfahren. Dariiber orientiert das 1. Kapitel, in dem der Leser auch viele in
letzter Zeit entdeckte Ungleichungen kennenlernt. Die Beweise sind hier meistens ange-
geben; fiir die Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel sogar
deren zwolf.

Neuartige Typen von Ordnungsbeziehungen treten im hyperkomplexen Bereich auf.
Das wird im 2. Kapitel gezeigt, dessen Hauptgegenstand die Matrizen sind. Der grund-
legende Begriff der positiven Zahl kann hier auf verschiedene Arten erweitert werden.

Im 3. Kapitel iiber Momentenrdume kommen geometrische Gesichtspunkte aus der
Theorie der konvexen Koérper zur Anwendung. Einem Funktionenraum, der mit f(x) und
g(¥) auch alle 4 f(x) + (1 — 4) g(»), 0 £ 1 < 1, enthdlt, entspricht ndmlich ein konvexes
Gebiet in einem R,, wenn als Koordinaten eines Punktes die (sehr allgemein definierten)
ersten » Momente von f(¥) genommen werden. Die einfache geometrische Bemerkung, dass
die Distanz zwischen einem ausserhalb eines Eibereichs 8B liegenden Punkt P und einem
Punkt der Begrenzung von 8 dort minimal wird, wo der Abstand von P von den Tangen-
tialebenen von B ein (lokales) Maximum hat, zeigt die Aquivalenz zwischen gewissen
Maximal- und Minimalproblemen, die in abstrakten Riumen zu wichtigen Resultaten
fithrt.

Gegenstand des 4. Kapitels sind Differentialoperatoren L. Unter gewissen Voraus-
setzungen gelten Sidtze von folgendem Typus: Aus L(u) = 0 folgt » = 0, oder aus
L(u) > 0 und L(v) = 0 folgt v > v.

Imletzten Kapitel werden Differentialungleichungen behandelt, die eng mit der Theorie
der linearen Differentialgleichungen zusammenhidngen. Typisch ist folgendes Resultat:
Gehort # dem linearen normierten Raum L? [0, oo] mit » = 1 und #” dem Raum L” mit
r = 1 an, so liegt #’ fiir m = max (p, #) in L™, das heisst, das von 0 bis oo erstreckte
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Integral iiber | #” |™ ist < + oo. Man findet hier auch Beweise bzw. Verallgemeinerungen
fiir die interessanten Integralungleichungen von WIRTINGER und CARLSON.

Der Text ist in iiber 200 kurze Abschnitte aufgeteilt. Hinweise auf die iiberaus reich-
haltige Bibliographie ersetzen in vielen Fillen die Beweise. Die Verfasser, die an der Ent-
wicklung des in ihrem Buch behandelten Gegenstandes selber massgebend beteiligt waren,
haben es geschickt vermieden, dem Leser die Freude an der Fiille faszinierender Resultate
durch zuviele technische Einzelheiten zu triiben. E. TrosT

Lectures on Modular Forms. Von R.C. GUNNING. 86 Seiten. § 2.75. Princeton University
Press, Princeton 1962,

Die vorliegende Schrift enthélt den Stoff, den GuNNING in einer Vorlesung des Jahres
1959 in Princeton dargeboten hat.

Schon frither wurden quadratische Formen im Zusammenhang mit den automorphen
Funktionen untersucht (vgl. FrickE/KLEIN, Vorlesungen iiber automorphe Funktionen).
Neue Ansitze und Resultate von SELBERG und EicHLER haben dem ganzen damit zu-
sammenhidngenden Fragenkomplex grosse Bedeutung verliehen.

Um einen Zugang zu diesen Theorien zu gewinnen, ist es u.a. notig, die sogenannten
Modulformen (modular forms) zu studieren. Wahrend automorphe Funktionen f(z) in-
variant sind gegeniiber der Gruppe I" der linearen Substitutionen z > (a z + b)/(c z + d)
(a, b, ¢, d ganzrational, a d — b ¢ = 1) oder gegeniiber einer Untergruppe G von I, also
f ((@az+b)/(cz+ d)) = f(2), so definiert GUNNING als Modulform vom Gewicht % (ganz ratio-
nal) beziiglich der Untergruppe G die in der oberen komplexen Halbebene meromorphen
Funktionen f(2), fiir die gilt f ((a 2 + b)/(c 2 + d)) = (c z + d)* f(2).

Hauptsdchliches Mittel zur Konstruktion solcher Funktionen sind die sogenannten
Poincareschen Reihen. GUNNING geht ausfiihrlich auf sie ein. Fiir die Modulformen hat
HEecke 1937 einen sehr wichtigen Ring von Operatoren angegeben; dessen Theorie ist hier
ein wesentliches Kapitel gewidmet. Im letzten Abschnitt gibt GUNNING als Anwendung
der bisher entwickelten funktionentheoretischen Ergebnisse die Darstellungsanzahlen von
Zahlen durch gewisse Klassen von ganzzahligen quadratischen Formen an.

Diese Abhandlung ist ein Mittelding zwischen einem Enzyklopidieartikel und einem
Lehrbuch und ist in ihrer Art ein sehr gut gelungenes Werk. Es fiillt die Liicke aus, die von
all denen empfunden wird, die den Wunsch hegen, eine einfithrende Wegleitung zum Stu-
dium der Arbeiten SiEGELs, EIcHLERs usw. in die Hand zu bekommen.

Wo GUNNING wegen der Beschrinktheit des Buchumfanges nicht allzuweit ausholen
will, verweist er auf die einschlidgige Literatur, die am Ende jedes der sechs Kapitel auf-
gefiihrt wird. G. AEBERLI

Elementary Mathematical Analysis. Von A. E. LABARRE, JR. 706 Seiten mit 323 Figuren.
$ 7.75. Addison-Wesley Publishing Company, Inc., Reading, Mass., London 1961.

Das vorliegende Buch enthilt den Stoff eines einjdhrigen College-Grundkurses, der von
der elementaren Algebra zur Infinitesimalrechnung fiihrt. Darin ist auch Trigonometrie
und analytische Geometrie eingeschlossen. Besonders erwdhnt seien folgende Kapitel:
Mengen (Elemente der Booleschen Algebra), Vektoren und komplexe Zahlen, Determinan-
ten und Matrizen, Funktionen zweier Verdanderlicher, Einfiihrung in die Wahrscheinlich-
keitsrechnung. Fiir die Hilfte der vielen gut ausgewihlten Ubungsaufgaben ist die Losung
angegeben. Die Darstellung ist sorgfiltig, klar und anschaulich, so dass das Buch sich auch
gut zum Selbststudium eignet. E. Trost

Mathematik fiir Chemiker. Von G. ALExiTs und S. FENYO. Dritte, verbesserte Aus-
gabe. VIII und 449 Seiten mit 238 Abbildungen. DM 37.50. Akademische Verlagsgesell-
schaft Geest und Portig, Leipzig 1962.

Die beiden Verfasser (beide sind Professoren fiir Mathematik an der Technischen Uni-
versitit in Budapest) haben fiir Chemiker ein Mathematikbuch geschrieben, welches bei
den grundlegenden Begriffen Zahl, Funktion und Kurve anfingt, dann die Differential-
und Integralrechnung behandelt und abschliessend sich noch mit Nomographie, Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und komplexen Zahlen befasst. Im speziellen sind darin sehr viele



96 Literaturiiberschau

physikalisch-chemische Anwendungsbeispiele eingeflochten. Hiufig werden Begriffe oder
Verfahren, welche eingefiihrt werden sollen, zuerst an physikalisch-chemischen Erfahrungs-
tatsachen veranschaulicht, bevor sie streng mathematisch definiert werden. Diese Aus-
richtung des Buches auf die Anwendungen wird der Chemiker sicher sehr begriissen. Die
Lesbarkeit wiirde aber noch verbessert, wenn die Buchstabensymbole fiir die in den Bei-
spielen hidufig vorkommenden gleichen Begriffe immer gleich lauten wiirden. (Das
Volumen erhilt z. B. auf Seite 36 den Buchstaben v, auf Seite 42 aber #» und auf Seite 74
dann V). Uberdies wiirden die Beispiele eindeutiger, wenn sich die Autoren entschliessen
konnten, die physikalischen Gleichungen als Grossengleichungen (statt Zahlengleichungen)
zu schreiben.

Dass in diesem Buch mathematische Beweise, welche viel Platz und Zeit in Anspruch
nehmen wiirden, nicht durchgefiihrt sind, wird der Chemiker kaum bedauern. Vielleicht
vermisst er aber einen Abschnitt iiber die sog. Fehlerfortpflanzung. Auch der Chemiker
wird heute die Fehler (Unsicherheiten) der einzelnen Messgrossen abschiatzen und mdéchte
dann ausrechnen, welchen Einfluss sie auf das Resultat seiner Untersuchungen ausiiben.
Dieses Thema wiirde sich sehr gut eignen, um den Begriff des totalen Differentials anzu-
wenden.

Durch seinen anschaulichen Stil tragt das Buch dazu bei, eine in Chemikerkreisen noch
gelegentlich anzutreffende Scheu resp. Abneigung gegen hohere Mathematik zu zer-
streuen. Es ist ihm deshalb eine weite Verbreitung zu wiinschen. W. BANTLE

An Introduction to Mathematical Probability. Von J.L.CooLiDGE. Neudruck der 1. Auf-
lage von 1925. 214 Seiten. $ 1.35. Dover Publications, New York 1962.

Wihrend heute die angelsdchsische Literatur zur Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik ein fast uniibersehbares Ausmass annimmt, existierten zur Zeit, da CooLIDGE zum
ersten Mal seine Einfiihrung herausgab, fiir den englischsprachigen Leser keine Werke, die
ihm die Wahrscheinlichkeitsrechnung ungefihr auf dem durch anderssprachige Standard-
werke (wir erinnern an BERTRAND, CzZUBER, MARKHOFF, CASTELNUOVO) gegebenen Niveau
ndher bringen konnten. Diese Liicke hat damals CooLIDGE geschlossen; sein Buch fand
auch in einer deutschen Ubersetzung (Leipzig 1927) weite Verbreitung. Der vorliegende,
unverdnderte Neudruck triagt selbstverstandlich ganz die Ziige der damaligen Zeit. Im An-
schluss an voN Mises wird die Wahrscheinlichkeit als Grenzwert der relativen Haufigkeit
eingefiithrt. Der Umfang ist der dazumal iibliche: Grundlagen, Bernoullisches Theorem,
Mittelwert und Streuung, Geometrische Wahrscheinlichkeiten, Wahrscheinlichkeit von
Ursachen, Fehlerrechnung, Ausgleich von Beobachtungen, Anwendungen (Gastheorie,
Lebensversicherung). Auf die Entwicklung dieser und verwandter Gebiete in den letzten
vierzig Jahren wird nirgends eingegangen. R. INEICHEN

The USSR Olympiad Problem Book. Von D. O. SHKLARSKY, N. N. CHENTZOV und
I. M. YacLoM. Herausgegeben von I. SussmaN, iibersetzt von J. MAYKoOVICH. 452 Seiten.
W. H. Freeman & Co., San Francisco und London 1962.

Mathematische Olympiaden sind nationale Wettbewerbe im Loésen von Problemen fiir
mathematisch besonders begabte Schiiler der Mittelschulstufe. Sie werden von Hoch-
schullehrern organisiert, die auf diese Weise schon friih hervorragende Talente erkennen
und férdern kénnen. Das vorliegende Buch, das eine Ubersetzung der dritten russischen
Auflage ist, enthidlt 320 Aufgaben, hauptsidchlich aus der Algebra und der elementaren
Zahlentheorie, die an Moskauer Olympiaden oder an Veranstaltungen der Gesellschaft fiir
Schulmathematik gestellt wurden. Neben einer ausfiihrlichen Losung ist fiir jede Aufgabe
ein kurzer Losungshinweis in einem besonderen Abschnitt gegeben, um dem Leser notigen-
falls weiterzuhelfen. Der Schwierigkeitsgrad der Probleme ist sehr unterschiedlich. So
steht die Aufgabe iiber die Unendlichkeit der Menge der Primzahlen neben der Frage nach
dem Beweis der Darstellbarkeit einer positiven rationalen Zahl als Summe von drei positi-
ven rationalen Kuben. In solchen Fillen ist die Kennzeichnung schwierigerer Probleme
durch einen oder zwei Sterne wertvoll. Das Buch bietet jedem Freund des mathematischen
Denksportes reiche Betdtigungsmoglichkeiten. E. Trost
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