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Kleine Mitteilungen
Zur Konstruktion der Achsen einer Ellipse nach R. Jakobi

R Jakobi hat in ZAMM 32 (1952), 30 die folgende Achsenkonstruktion einer Ellipse
aus einem Paar konjugierter Halbmesser MA und MB angegeben und mit kinematischen
Überlegungen bewiesen

Man falle das Lot von B auf MA und trage auf ihm die Strecke MA von B aus nach
beiden Seiten ab Man erhalt so die Punkte C und D, wobei MC ^ MD sei Die
Winkelhalbierenden des Geradenpaares MC und MD sind
die gesuchten Hauptachsen der Ellipse Die Langen
a und b der Halbachsen ergeben sich aus MC
a + b und MD a — b An Stelle der Wmkelhal
bierenden der von MC und MD gebildeten Winkel
kann man auch die Strecke MC auf MD von M
uber D hinaus abtragen Man gelangt so zum Punkt
E Das Lot von M auf CE und die Parallele zu CE
durch M liefern die Hauptachsen

Wir fuhren den Beweis fur diese Konstruktion
mit elementargeometrischen Betrachtungen Man
denke sich die Hauptachsen nach Rytz ermittelt
Dabei wird MA um einen rechten Winkel m MA'
hinein gedreht Der Kreis um den Mittelpunkt von
A'B durch M schneidet A'B m den Hauptachsenpunkten

Gund H Es ist GB - A'H a, BH GA'
— b und GH a + b

Das Lot von B auf MA ist parallel zu MA' Daher ist C wegen BC — MA — MA'
der Schnittpunkt der Parallelen zu MG durch H mit der Parallelen zu MH durch G Das
Viereck MHCG ist ein Rechteck und somit gilt MC GH a + b Wegen BD MA —

MA' ist MD parallel zu A'B GH, und CH schneidet MD m E Die Gerade CE ist
daher senkrecht zur Achse MH und parallel zur Achse MG Schliesslich ist das Dreieck
CDE ähnlich zum Dreieck CBH mit CD 2 CB Folglich ist DE 2 BH 2 b und
MD - ME -DE=(a + b)-2b~a-b O Tamaschke, Tubingen

a-b

Über die normale Axonometrie
1 Bekanntlich ist die Quadratsumme der drei Verkurzungsverhaltnisse in der

normalen (anders gesagt, orthogonalen) Axonometrie gleich 2 In dieser Arbeit zeigen wir,
dass die Umkehrung dieser Aussage auch richtig ist Ferner bestimmen wir den grosst-
moghchen Wert der Summe der Verkurzungsverhaltnisse bezüglich der normalen Axonometrie

2 Es sei eine Axonometrie durch em räumliches rechtwinkliges Achsenkreuz mit
Ursprung ö, durch eine Bildebene und durch das Bild Oa des Punktes O gegeben, die
(eventuell unendhchfernen) Achsenpunkte der Bildebene seien mit Ax, Ay und Az
bezeichnet (siehe die Abbildung) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit können wir
voraussetzen, dass die Bildebene den Punkt O nicht enthalt

Die Gleichung der Bildebene bezuglich des gegebenen Achsenkreuzes ist

- + y + -a + b ^ c
(1)

wobei a OAx, b — OAy und c OAz ist1) Daraus ergibt sich fur die Entfernung d des

x) Diese und auch die nachstehenden Überlegungen bleiben richtig, wenn eine oder zwei der Strecken
a, b, c unendlich gross sind
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Punktes O von der Bildebene der Wert
1 \i/2d

a2 t- b2 f ^2
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(2)

Ist anderseits (|, i/, f) das Koordmatentnpel des Punktes Oa, so lassen sich die Quadrate
der Verkurzungsverhaltnisse qx, qy, qz durch die Formeln

?_= OA*
(£ - a)2 + r,2 + f2

a2

1> OA*
f2 + (r/ - &)2 1- f2

62

«2= OaA* S2 + '/2 + (C - c)2
* 0-4/ c-

ausdrucken. Fuhrt man die Bezeichnung t — 0 0a ein, so wird

2|2 *"

?;~ 62

a

2r,
b

c

+ 1,

+ L

1

woraus sich wegen (2) und (1)

1

~b* "?* + ^+?f=='2 (-]_- + iH(.+:+i) t2

d*
2 + 3

d% + 1

ergibt. Da t ^ d immer und t d genau fur den Fall der normalen Axonometrie gilt,
haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 1. Die Quadratsumme der Verkurzungsverhaltnisse ist im Fall einer normalen
Axonometrie - und nur m diesem Fall - gleich 2, aber im Fall einer nichtnormalen Axonometrie
immer grosser als 2.

3. Es ist leicht einzusehen, dass fur die Summe der Verkurzungsverhaltnisse im
allgemeinen keine obere Schranke angegeben werden kann, im Fall einer normalen Axonometrie

aber ist diese Summe offenbar kleiner als 3. Wir zeigen folgendes:
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Satz 2. Die Summe der Verkurzungsverhaltnisse ist im Fall einer normalen Axonometrie

höchstens gleich j/6.
Da im Fall einer normalen Axonometrie mit qx= qy — qz in der Tat qx + qy + qz ]/ 6

gilt, ist die angegebene obere Schranke die kleinstmögliche
Es bezeichne s die Summe der Verkurzungsverhaltnisse. Im Fall einer normalen

Axonometrie kann s als Funktion von qx und qy betrachtet werden, da (nach dem
wohlbekannten Teil des Satzes 1)

s qx + qy + V2-qx-ql
ist Diese Funktion ist in dem (zu untersuchenden) Bereich 0 < qx, qy ^ 1 stetig, und auch
ihre ersten und zweiten partiellen Ableitungen smd in diesem Bereich - vom Punkt
(qx, qy) (1,1) abgesehen - überall stetig. Dementsprechend können wir fur das
Ausrechnen der (lokalen) Maxima die übliche Methode anwenden Da

ds - i __
4* ds

_ 1 qy

oqx ]/2-q%-q%>
und

ö2s 2-q*
Hl " (2-ql- qlY* '

d2s
__

d2s

Hx Hy
~~

Hy Hx

gilt, so ergibt sich, dass die Funktion 5 5

dqy ]/2-q%- q2

d2s 2 - q%

Hl (Z-ql- ql)*t*

qxqy

(qx, qy) ihr einziges (lokales

das heisst fur

q* - qy -

-ql- ql>

-n
annimmt. Daraus folgt, wegen der oben genannten Eigenschaften der Funktion 5, dass
dieses lokale Maximum auch das absolute Maximum von s im Bereich 0 ^ qx, qy ^ 1 ist.
Somit haben wir Satz 2 bewiesen.

4. Da im Fall einer normalen Axonometrie jedes VerkurzungsVerhältnis kleiner als 1

ist, gilt offenbar
^ qx + qv + q% ^ ql + q% + q\ 2.

Wir vermuten, dass die Ungleichung s ^ 2 auch fur nichtnormale Axonometrien gültig ist.
G. SzÄsz, Szeged/Ungarn

Bemerkung zu einer Arbeit von W. Nohl
W. Nohl hat m einer kürzlich in dieser Zeitschrift erschienenen Arbeit1) das innere

axiale Symmetnemass (x.(k) eines ebenen Eibereiches k definiert und fur zentrisches k die
scharfe Ungleichung <x(&) ^> 2 ((/2 — 1) gefunden. Es wird am Schlüsse der Arbeit dann
erwähnt, dass sich durch Kombination dieses Resultates mit einem Resultat von Besicovitch

eine untere Abschätzung fur das innere axiale Symmetnemass eines beliebigen
ebenen Eibereiches gewinnen lasst. Offenbar ist damit die Ungleichung

a(Ä) ^ - • (2 ^2- 2) « 0,552

gemeint. Es ist nun nicht schwer, diese Abschätzung etwas zu verbessern. Wir zeigen
namhch im folgenden, dass man immer

5

hat
a(k) _> -Q- =¦ 0,625

o

l) Die innere axiale Symmetrie zentnscher Eibereiche der Euklidischen Ebene* El. Math. 17 (1962), 59-63.
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Nach C Radziszewski2) gibt es zu jedem eigentlichen Eibereich k ein einbeschriebenes

Rechteck, dessen Flache mindestens halb so gross ist wie diejenige von k. Sei r em
solches Rechteck, A, B, C, D seine Ecken, a, b, c, d die vier ausserhalb r liegenden
Reststucke von k und F(a u c) ^ F(b u d). Somit hat man wegen

F(a u c) + F(b u d) F(k) - F(r)
die Ungleichung

2 F(a u c) ^ F(k) - F(r)

Ferner seien E und F die Schnittpunkte der durch a und c gehenden Symmetrieachse von
r mit der Berandung von k Eine einfache Betrachtung lehrt, dass F(AAEB) ^ F(a)/2
und F(ACFD) ^> F(c)/2 Nun ist das Sechseck AEBCFD axialsymmetrisch, und man
bestätigt sofort fur seine Flache die Abschatzungen

F(AEBCFD) > F(r) + \ F(a u c) >~F(r) + J *(Ä) =>
*

F(k) + \ F(k)
*

F(Ä)

Mithin gilt (x(k) ^ 5/8
Frld Krakowski, Davis, USA

Eine einfache Integrationsformel hoher Genauigkeit
1 Bekanntlich erhalt man fur den Spezialfall y' — f(x) aus den Formeln von Runge-

Kutta zur Losung von gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung die Simpson-
Regel

Erwin Fehlberg [l]1) hat im Jahre 1958 mit Hilfe einer einfachen Transformation
neue Runge-Kutta-Fehlberg-Formeln zur Losung von gewöhnlichen Differentialgleichungen

n-ter Ordnung aufgestellt, die die Losungsfunktion selbst um zwei h-Potenzen (h —

Schrittweite) und die Ableitung der Losungsfunktion um eine h-Potenz genauer als die
Formeln von Runge-Kutta-Zurmuhl liefern Es ist offenbar bisher nicht bemerkt
worden, dass sich diese Formeln im Sonderfall y' — f(x) mit besonderem Vorteil zur
numerischen Quadratur verwenden lassen, weil dann die Mehrarbeit durch die Transformation
nicht ins Gewicht fallt.

Aus den Formeln von Runge-Kutta-Fehlberg fur gewöhnliche Differentialgleichungen
erster Ordnung (vgl [1]) erhalten wir unmittelbar die Integrationsformel

xi

Y- f y(x) dx » —*
2

(500 yx + 375 y2 h 64 yz) + R (1)

wobei
X x Xq ~\~ rl

y\ - y (xo + 5 hJ, y% -~ y (h + 5
h) und y%-y (x* v ty

bedeutet. Fur das Restglied R ergibt sich

^-iT^W^i--^»^^'- (2)

Die Integrationsformel (1) und das Restglied (2) gelten natürlich nur fur die folgendermassen

transformierten stetigen und wenigstens einmal stetig differenzierbaren
Funktionen y(x).

y(x) - y(x) - y(x0) - y'(xQ) (x - x0), (3)

2) C. Radziszewski, Sur un Probleme extrdmal relatif aux figures mscrites dans les figures convexes, C. R.
Acad. Sei. Paris 235 (1952), 771-773.

1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 63.
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dabei stellt y(x) die gegebene und zu integrierende Funktion dar. Am Ende eines
Integrationsschrittes fuhrt man die Rucktransformation

Y=Y+ y(x0) (xx - x0) + i-y'(x0) (xx - x0)2 (4)

durch.
2. Vier einfache Beispiele sollen die hohe Genauigkeit und den geringen Arbeitsaufwand

der Integrationsformel (1) zeigen.

Beispiel /

Man berechne das bestimmte Integral
Vi

Y f exdx 0,648721.
o

Als Schrittweite wählen wir h 1/2.
Mit Hilfe von (3) erhalt man

y(x) ex — x — 1.
Wir berechnen

d) y1 - y(0,20) 0,021403

b) y2 - y(0,40) - 0,091825 und

c) yz y(Q,5) 0,148 721.

Damit erhalten wir mit (1)
Y 0,023721

und daraus mit (4) den gesuchten Integralwert

Y 0,648721.

Die Simpson-Regel liefert bei dieser Schrittweite einen Wert von

Y 0,648 735.

Beispiel 2

Man bestimme den Wert des Integrals
l

y f **_ ^ n
__ 0 785398163t

J 1 + x2 4
o

y(*) -,,.,.-!
Als Schrittweite wird h 1 gewählt.

Mit (3) erhalt man hier
1

1 + x2
und daraus mittels (1)

y - - 0,214676

und somit mit Hilfe von (4) den gesuchten Integralwert

y 0,785323.
Die Simpson-Regel liefert bei dieser Schrittweite den Wert

0,783 333.

Beispiel 3

Man ermittle den Wert des bestimmten Integrals
2

y= fl-dx ln 2 0,69314718.

l
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Als Schrittweite wählen wir h — 1

Nach der Integrationsformel (1) erhalt man fur das Integral den Wert

Y 0,693122

Die Simpson-Regel liefert bei dieser Schrittweite den Wert

y =_ 0,694445

Selbst bei einer Schrittweite von h — 0,1 liefert die Simpson-Regel nur den Wert

y 0,693150

und die kombinierte Stirling Bessel-I ormel (vgl [2], S 218) bei einer Schrittweite von
h 0,1 nur den Wert

Y 0,69314711

Beispiel 4

Es soll das bestimmte Integral
l

y fexl2ch
o

mit Hilfe der Integrationsformel (1) berechnet werden
Als Schrittweite wird h — 1 gewählt Man erhalt hier den Wei t

y - 0,855626614

Dagegen eihalt man nach dei Simpson-Regel fur h — 0,2 den Weit

y 0,8556262

und nach der Heimite-I ormel (vgl [2], S 224) unter Veiwendung der ersten Ableitung
bei einer Schrittweite von h — 0,2 den Wert

y 0,8556244

3 Folgerung Die vier oben angeführten Beispiele zeigen sehr deutlich, dass die Inte-
gi ationsformel (1) von sehr hoher Genauigkeit und geringem Arbeitsaufwand ist

Über die Fehlergrosse der Integrationsformel (1) kann man nach dem Runge-Prinzip
wenigstens eine angenäherte Aussage machen Danach betragt der Fehler nach zwei
Schritten Feinrechnung (Schrittweite h) und einem Schritt Grobrechnung (Schrittweite

— 2 h)

()yx LiY»-Y*»1 (5)

Eine behlerschranke lie feit selbstverständlich auch das Restglied (2)
Eine eingehendere Untersuchung uber den Genauigkeitsgewinn und die Zeitersparnis

der Integrationsformel (1) gegenüber den bisher besten Integrationsformeln, wie zum
Beispiel die Simpson-Regel, die Formeln von Stirling und Bessel, Gauss und Tschebyscheff

sowie die MacLaurm-Formeln und die Formeln von Hermite, m denen auch
Ableitungen von y(x) herangezogen werden, ist im Gange

S Filippi, Aachen
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