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Sur la Puissance d’un Point par Rapport a une Conique

Un cercle étant donné, dans un systéme d’axes rectangulaires, par son équation
F(x,y) = 0, on sait que la puissance d'un point P(x,, v,) par rapport a ce cercle est
égale a 'expression p = F(x,, y,)[4, ou A est le coefficient de x% dans le polyndéme F.
On sait de plus interpréter p géométriquement.

Par analogie, nous nous proposons d’appeler puissance d'un point parrapport a une
conique @(x, y) = 0, une expression de la forme p = @(x,, y,)/K ol x, et y, sont les
coordonnées du point et K une constante qu'on doit déterminer de facon a rendre
susceptible d'une interprétation géométrique.

Etant donnés, dans un plan, une conique L et un point quelconque P, L. HAauss-

NER [1] considére le produit z = PM - PN déterminé par une sécante issue de P qui
coupe L en M et N. Il considére que z est la puissance de P par rapport a la conique.
Elle aurait ainsi une infinité de valeurs car z varie lorsque la sécante tourne autour
de P. Nous choisirons l'une d’entreelles comme étant la valeur de , en adoptant la
définition suivante:

Définition. — On appelle puissance p d’un point P par vapport a une conique L, la
valeur du produit PM - PN qui est minimum en valeur absolue pour toutes les cordes
MN de L passant par P.

Nous verrons que cette définition fait correspondre a tout point P une valeur de
$ unique, bien déterminée, et représentable géométriquement.

Pour cela, montrons d’abord qu’on obtient $ en menant par P la sécante qui est
perpendiculaire a ’axe de L sur lequel sont situés les foyers réels de la courbe. Prenons
cet axe comme axe des x et sa médiatrice comme axe des y. Dans ce systeme, nous
désignerons par f(x, y) = 0 I’équation de L, et nous admettrons que:

flx, y) =92 + bzajz» — 8%, si L est une ellipse (a® > b?);

b2

flx,y) =92 — Zgz— + b2, si L est une hyperbole;

f(x,y) =y — 2kx, siL est une parabole.

Nous appellerons f(x, ¥) = 0 ’équation canonique de L. Menons par P(x,, y,) une
sécante qui coupe L en M et N; soit « I’angle qu’elle forme avec I'axe des x. Posons:

z = PM . PN. La sécante étant donnée par les équations: x = x; + p cosa, et y =
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Yo + o sina, on trouve aisément, en cherchant son intersection avec L, I'expression
de p. Par exemple, dans le cas o L est une ellipse, il vient:

a? y% + b% 1% — a? b2

a® sin?o + b2 cos?a

On peut utiliser la dérivée z, pour constater que, si le point P est extérieur a L,
c’est-a-dire si a%y3 + b2 a2 — a? b% est positif, ainsi que z, cette fonction de a est
minimum pour & = 90°. Si P est intérieur & L, z est négatif, et passe par un maximum
pour & = 90°. Donc, quelle que soit la position de P, on peut dire que | z | est minimum
lorsque la sécante est perpendiculaire a I'axe des x, c.q.f.d.

En suivant une marche analogue, on aboutit aux mémes conclusions sur le signe
de z et sur le minimum de | z | dans le cas ou L est une hyperbole ou une parabole.
La puissance de P étant la valeur de z qui correspond a o = 90°, on voit qu’elle a
pour valeur, si L est une ellipse:

2 42
p=yi+ 08 e
On trouve de méme:
b2 xd

p =195 — —3 + b si L est une hyperbole

et
p=9y3—2kxy si L est une parabole .

On a donc, dans tous les cas:

P = (%0, ¥o)

Représentation géométrique. — 11 peut arriver que la perpendiculaire a 'axe des
foyers réels de L, menée par le point P, ne rencontre pas la courbe. Existe-t-il, dans
ce cas une représentation géométrique de $? Nous allons voir qu’il y en a une qui est
valable pour tous les points P extérieurs a L. Menons, en effet, par un pareil point
les tangentes A la conique. Soient M, et M, leurs points de contact. On peut énoncer
les deux propositions suivantes:

I. — Les quatre rayons vecteurs qui passent par M, et M, sont tangents & un cercle
C de centre P.
IL. - Le carré du rayon de C est égal a la puissance de P par rapport a L.

C
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Démonstration. — 1. — Supposons que L soit une ellipse. Désignons par F et F' ses
foyers. La tangente M,P est la bissectrice extérieure de 'angle F'M,F et M,P
bissecte extérieurement 1’angle F'M,F. De plus, d’aprés PONCELET, FP est la bis-
sectrice de l'angle M ,FM,. On en déduit que P est équidistant des droites FM,,
FM,, F'M, et F'M, Ce point est donc bien le centre d'un cercle C tangent a ces
quatre rayons vecteurs. Ce résultat s’établit d’'une maniére analogue si L est une
hyperbole ou une parabole. Dans ce dernier cas, on doit observer qu'un des foyers
est rejeté a l'infini. Quels que soient L et P, il existe un cercle C répondant a 'énoncé I.
Nous désignerons son rayon par 7.

II. — Pour démontrer la deuxiéme proposition, nous donnerons la conique L par son
équation canonique f(x, y) = 0.
Supposons que L soit une ellipse. On a:

flx, y) = ¥% +
1— g2 2bt
M(“ 15 ‘1+t2)
appartient a la courbe, quel que soit £. Soient ¢, et £, les valeurs de ¢ correspondant
aux points M, et M,. Si on les utilise pour écrire les équations des tangentes en ces
points, et pour obtenir les coordonnées x,, y, de leur point d’intersection P, on trouve:
1— tl t2 ~ tli_t2
Tt T 1 f, (M

b? x2

— b2,

On sait que le point

Formons I’équation de 'un des quatre rayons vecteurs de I'énoncé de I, par exemple,
de celui qui passe par le foyer F’' (— ¢, 0) et le point

—82  2bt
M ( 1+8" 1‘+‘t§)‘
En la mettant sous forme normale, et en y remplagant x par x, et y par y,, on obtient
4 7, en vertu de I. On trouve, aprés quelques transformations:
Ch—h
|14+ tt
D’autre part, en remplagant x, et y, par leurs expressions tirées de (1) dans f(xy, ¥,),
il vient: o h—ty \2
flra v = (")
Qr, on a vu que f(x,, ¥,) = p. Donc la puissance du point P par rapport a L est égale
ar? c.q.f.d.
Le méme résultat s’obtient d’'une maniere analogue dans le cas 01‘1 L est une

r=2>0

hyperbole qu’on pourra considérer comme lieu des points M ( t+ 1/t ) (t -1 /t)).
Dans le cas ot L est une parabole, on trouve aisément 72 = y3 — 2 & x,, donc aussi:
p = r%. Remarquons que, si L est un cercle, son équation canonique est: f(x, y) =
Y2+ %2 — R*=0, car a=b=R. On a donc: p = f(%y ¥o) = ¥5 + 22— R?, ou
p = O0P? — R2 C'est bien 1a d’aprés STEINER, I'expression de la puissance du point P
par rapport au cercle L [2]. On voit que le cercle C se confond ici avec le cercle de

centre P qui est orthogonal & L, puisque son rayon 7 = Vp VOP? — R? est égal a
la tangente menée de P & L.
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Cas général. — Supposons la conique L donnée dans un systéme d’axes rectangu-
laires, par l'équation: ¢(x,y)=A*x2+2Bxy+Cy?*+Dx+Ey+ F=0. On
sait qu’'on peut toujours trouver, a l'aide d’une translation et d’une rotation, un
systéme d’axes O x, O y tels que l'on ait p(x, y) = K f(x, ') ; identité dans laquelle on
suppose que f(x’, ¥') = 0 est I’équation canonique de L. Le calcul donne deux valeurs
possibles } (4 + C + }/(4 — C)? + 4 B?) de la constante K, et une discussion est
nécessaire pour déterminer celle de ces valeurs qui convient. Supposons que K ait
été ainsi choisi, et désignons par xg, v, les coordonnées du point P dans le systéme
%’ 9" .On sait que la puissance p de P vaut f(xg, ). D’autre part, f(xg, vo) = @(%4, vo)/ K.
On a donc finalement la formule p = @(x,, ¥)/K qu'on pourra utiliser dans les
applications. Par exemple, le lieu des points d’égale puissance par rapport a deux
coniques @,(x, y) = 0, et @y(x, y) = 0, est la courbe ¢,(x, v)/K; = @,(x, ¥)/K,. Clest
une nouvelle conique qui appartient au faisceau des deux premiéres.

Remarquons qu’il serait aisé de généraliser la définition donnée au début de la
puissance d’un point par rapport a la courbe L, afin de I'étendre au cas ou cette
courbe est algébrique et de degré quelconque.
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Einfacher Beweis eines Satzes von F. LAURENTI iiber
die Parabeln mit gemeinsamem Kriimmungselement

F. LAURENTI stellt die Frage nach der Hiillkurve der Achsen aller Parabeln, die
ein Kriimmungselement gemeinsam haben; und findet eine dreispitzige Hypozykloide
(Steinerzykloide) als Losungskurve (vergleiche [1]1) und [2]).

Dem von LAURENTI rein analytisch gefiihrten Beweis soll hier ein synthetischer
zur Seite gestellt werden; dariiber hinaus wird gezeigt, dass die (eigentlichen) Brenn-
punkte der Parabeln auf einem Kreis liegen, der den vorgegebenen Kriimmungskreis
k im Oskulationspunkt von innen beriithrt und dessen Durchmesser gleich dem halben
Radius von £ ist. '

Ist K die Kriimmungsmitte eines beliebigen Punktes P einer Parabel und L der
Schnittpunkt der Kurvennormalen in P mit der Leitlinie, dann gilt bekanntlich die

Relation 2LP = PK. Die Leitlinien / aller oo! Parabeln mit dem gemeinsamen
Kriimmungselement (P, K) bilden daher das Biischel mit dem Scheitel L. Die Nor-
malprojektionen G des Oskulationspunktes P auf die Geraden des Biischels.L(/)

liegen auf dem Kreis k; mit dem Durchmesser PL. Diese Punkte G sind aber fiir die
betrachteten Parabeln die Gegenpunkte der Brennpunkte F beziiglich der (festen)
Tangente ¢ im Punkte P. Die Brennpunkte F erfiillen somit den Kreis %, der durch
orthogonale Spiegelung des Kreises k; an ¢ hervorgeht.

1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 29.
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