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134 Aufgaben

Ist die Funktion » = 7(p) nur in einem Intervall kleiner 2 n definiert, so gibt es evtl.
weitere Losungen:

3 — n n"g __ ’92
a§1nf[ 29 47 |/1f 8 ]

Auch dies befriedigt unsere Aufgabe, wenn nur Min(r + a) > 0 ist. (Ist die Kurve ge-
schlossen, so hat »” eine Nullstelle, weshalb sich die Ungleichungen widersprechen.)

" sei nun nicht mehr beschrinkt:

Ist supr” < oo, so ldsst sich a aus (I) bestimmen, ist sup #” = o0, so besitzt die Aufgabe
keine Losung. M.WEgHRLI, Ziirich

Aufgaben

2
Aufgabe 412. Man beweise: Fiir das ganzwertige Polynom (x) vom Grad 2 = gilt die
Darstellung "

Cr=@E G+ )G+ 20 L)+ (D0 )

W. JANICHEN, Berlin-Zehlendorf

2
1. Lésung : Denkt man sich x Dinge a,, a,, ..., a, und x Dinge b,, b,, ..., b,, so ist (z)

die Anzahl der Kombinationen von je » aus diesem Vorrat genommenen a mit #» Dingen b.
Es sei C,_; die Anzahl derjenigen unter diesen Kombinationen, in welchen genau » + &

verschiedene Indizes auftreten (¢ = 0, 1,...,%). Es gibt (n i k) derartige Indexmengen.

In jeder lassen sich die @ noch auf (" : k) - (” '}i’ k

miissen dann notwendig diejenigen (es sind genau k) auftreten, deren Indizes in der be-
treffenden Indexmenge von den a nicht beniitzt wurden, wihrend die » — % iibrigen auf

) Arten auswihlen. Unter den b

( i ) = (:) Arten ausgewidhlt werden kénnen. Hieraus folgt

n—=k
Cane= ("4 () (34) e (3) = 2 cue

C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht
2. Losung: Aus (” T k) ( ) ( ) (x ) und der bekannten Identitit
I3 n+k
14

(77 =& GG 24)

folgtfiru =x —nundv=7r=mn

SR 6= 200 =6)
“—\ k kRl \n+ k] \n/ &t \k E ) \n/-
G. GEeisg, Dresden; O. REuTTER, Ochsenhausen
Weitere Losungen sandten L. CarrLitz (Durham/USA), H. MLt (Winterthur),
I. PaascuE (Miinchen).

Aufgabe 413. Gegeben ist eine Fliche zweiter Ordnung @ und zwei in bezug auf sie
reziprokel) Polaren ¢, ». Man bestimme alle Flichen mit der Eigenschaft, dass die Tan-
gentialebene in jedem Flichenpunkt P die Geraden ¢,  in zwei zu P konjugierten Punk-
ten schneidet. C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht

1) In der urspriinglichen Aufgabenstellung stand irrtiimlich «konjugierte» Polaren.
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Lésung des Aufgabenstellers: Die Erzeugenden der Fliche @, welche ¢ und 7 treffen,
bilden ein Vierseit g;, g,, g3, g4. Fiir alle Quadriken des Biischels durch diese vier Geraden
sind ¢ und 7 reziproke Polaren. Die Polarebenen eines beliebigen Punktes P in bezug auf
die Flichen des Biischels bilden ein Ebenenbiischel, dessen Achse g und 7, etwa in Q und R,
treffen muss. Denn unter den Fldchen des Biischels befinden sich auch die Ebenenpaare
g1, 82 | &3, o und g,, g3 | g4, &1- Die Polarebene von P muss im einen Fall durch ¢, im andern
durch » gehen.

Q und R sind konjugiert zu P beziiglich ®@. Fiir diejenige Quadrik des Biischels, die
durch P geht, muss die Tangentialebene in P auch durch Q und R gehen. Die Quadriken
des Biischels bilden also gerade die gesuchte Flichenschar.

Aufgabe 414. Jeder Ellipsenschnitt eines Drehzylinders geht bekanntlich bei Vereb-
nung des Zylinders in eine Sinuslinie {iber. Welchen Winkel muss die schneidende Ebene
mit der Zylinderachse einschliessen, damit der Schmiegkegelschnitt in einem Scheitel
der verebneten Kurve eine gleichseitige Hyperbel ist ? R. BeRrEeis, Dresden

Liosung: Ist v der Zylinderradius und o der Winkel, den die Schnittebene mit der
Zylinderachse einschliesst (» > 0, 0 < « < #/2), dann wird die verebnete Schnittkurve
bei geeigneter Wahl eines cartesischen Koordinatensystems durch die Gleichung

1
y = f(¥) = acos(wx) mit a=rcota und =

dargestellt. Der Schmiegekegelschnitt im Scheitel (0 | a) dieser Kurve hat die Gleichung
—3a2w2x?+9y2—8ay+T7a%2=0. (*)

Man gewinnt (*) aus dem Ansatz 4 x% 4+ By? + Cx + Dy 4+ E = 0 und aus den Schmiege-
bedingungen. Diese bestehen aus den Gleichungen F(® (0) =0 (» = 0, 1, 2, 3, 4), wobei

Fx) =Ax*+ Bff(x) + Cx+ D f(x) + E.

Wihit man B = 1, so ergibt sich ein eindeutig losbares System von Bestimmungsglei-
chungen fiir die Koeffizienten A, C, D, E mit dem obigen Ergebnis (*). Auf die Darstel-
lung des Rechenganges kann hier wegen seiner Einfachheit verzichtet werden.

Der Schmiegekegelschnitt ist also fiir & > 0, das heisst fiir 0 < & < #/2, in jedem Fall
eine Hyperbel. Insbesondere ergibt sich genau dann eine gleichseitige Hyperbel, wenn
3 a? w? = 1 ist, wenn also cot? « = 1/3 und damit « = z/3 ist.

O. REUTTER, Ochsenhausen (Deutschland)

Dieselbe Losung sandte L. KierrEr (Luxemburg). Weitere Losungen gingen ein von
C. BinpscHEDLER (Kiisnacht), G. GeisE (Dresden), W. JANICHEN (Berlin) und H. MEILI
(Winterthur).

Aufgabe 415. Show that
k

—r (?\? m—2rV(n—27y—1)...(n — 2k + 1)
2(__ 1) (r) Gk=—nlm—2r—1)n—2r—2)...(n—k—7)

r-0
n!
TR R (n—2Fk)! (

L. Carritz, Duke University, Durham N. C., USA

Solution by the Proposer: We shall make use of the familiar formulas

2k =n).

”n

P =20 3 (2) o+ 17w - 1), (1)

r=0
n!
rlvl(m— 27)!

Pp(x) = 2-n 2

2rsn

(#* — )7 (2x)"-27, (2)



136 Aufgaben

where P,(#) is the Legendre polynomial of degree #. Also we shall require the identity

1) .. (m—2r+1
- _ (3)
= 3 -y L @+ At By (n2 1) l

We may rewrite (1) in the form

Pn(x) = 2—n 2' (1:)2 (xz . 1)' ((x ofe 1)n—2r =N (x _ 1)n—2r) ,
2r=n

where the prime indicates that when # is even the last term on the right is

n\? 2 __ n/2
(n / ,) =1
Thus, substituting from (3), we get

P = 2 37 (%) 62— 17 x

2r<n

R e e

=2-n Y7 (42 — 1)k (2 2)"—2 x
2k

=n
: —_, (7\? 1 m—27)...(n— 2k +1)
X,‘g(_l)k (r) =7l m—2r—1)...n—k—7)"

Comparing with (2) we immediately get the stated result.

Aufgabe 416. Ein Dreieck habe die Fliche 4,. Verbindet man seine Ankreismittel-
punkte, so entstehe ein Dreieck mit der Fliche 4;. Wiederholt man dasselbe Verfahren
beziiglich des neuen Dreiecks, so habe das entstehende Dreieck die Fliche 4; usw. Es sei
das Dreieck mit der Fliche 4, homothetisch zu demjenigen mit der Fliche 4, bei einer
Charakteristik 1:27. Man weise fiir das Grenzdreieck 4 =,,1_i,ﬂ 4, die Abschitzung

4o = 4
nach. F. LEUENBERGER, Zuoz

Lésung: Wir verwenden fiir ein Dreieck und fiir seine Fliche dieselbe Bezeichnung.
Da die Ecken von 4, Hohenfusspunkte von A4; sind, ist der Umkreis von 4, Feuerbachkreis
von 4j, sein Radius also halb so gross wie der Umkreisradius von 4;. Alle Dreiecke 4,
44 ..., 4y, ..., 4 haben somit gleiche Umkreise. Sind «,, £,, ¥, die Winkel von 4,,, so gilt

o=tV g Pt B (2 (- B

Hieraus folgt, dass 4 gleichseitig ist und 4, < 4, wobei das Gleichheitszeichen nur gilt,
falls schon 4, gleichseitig ist. C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht

Die Tatsache, dass 4,, monoton wachsend gegen A4 strebt, ergibt sich nach O. REUTTER
auf folgende Weise: Smd o; (¢ =1, 2, 3) die Winkel und R der Umkreisradius von 4,,
so ist wegen a; + a3 + a3 =7

4y = 05R225xn2ai <05 R”Zsma =4,
i 1=71

Eine weitere Lﬁsung sandte W. JANICHEN (Berlin).
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Aufgabe 417. Man beweise die folgende Umkehrung eines bekannten Satzes: Wenn
der Schnittpunkt H der Ecktransversalen AA’, BB’ eines Dreiecks, die dessen Umkreis
in A’, B’ zum zweiten Male treffen, die Eigenschaft hat, dass die Abschnitte 4" H, B H
von den Seiten BC resp. AC halbiert werden, und wenn H keine Ecke ist, so ist H der
Hohenschnittpunkt des Dreiecks 4 BC. C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht

Losung: AA’ schneide BC in P, BB’ jedoch AC in Q. Nach dem Sehnensatz gilt
HA - HA' = AB - HB’, woraus die Voraussetzungen HP = 0,5 HA’, HQ = 0,5 HB’ so-
fort auf HA - HP = HB - HQ fithren. A BPQ ist somit ein Sehnenviereck. Mit dem
Peripheriewinkelsatz gewinnt man ¥QAH = ¢ PBH, ¥QAB’= &< PBH also < QAH =
X QAB’. Die Seitenhalbierende AQ im Dreieck HA B’ ist somit auch Halbierende des
Winkels HA B’ und steht also auf HB’ senkrecht. Das geniigt zum Beweis.

F. LEUENBERGER, Meilen

Weitere Losungen sandten B. BoLLoBAs (Budapest), J. BREjcHA (Brno), R. DiEscH-
BOURG (Luxemburg), H. FrRiscHKNECHT (Berneck), W. JANICHEN (Berlin), O. REUTTER
(Ochsenhausen).

Aufgabe 418. Es sei [a] die grosste ganze Zahl < « und o = [«] + {«}. Man weise nach,

dassfiro0 <& <1 \
i Z G+ 5] - e

n=x

existiert, und bestimme Max f(&) E. TEUFFEL, Korntal/Stuttgart
0=sé=1

Solution : Clearly

if and only if

and in this case we must have

It follows that

x? §x\1 _ ¥4 Ex x? Ex
né; [{7}—!—{7} —néx[ " ]—-nzé—:x [7] _néx[T]. (1)
Now - [x2+$x]+ [xa—i-_jﬁ]__[x][x_*_g]:
mn<x(x+§) nsx n m=x+¢ m
- rEx] ArEx]
—Zn__x[ s ] x<m<x+§[ L ] [xj [x+é]
If there is an integer m such that
. ¥ <m<zx+E, (2)
then
4 m=[x+&=[x+1
an x2+sx 5 x2+§x _[x+5]_m
R = L
Thus
[M]——[x][x—{—f]:m——m(m—l)
r<m<x+é " =—(m—12+1

=—[¥]2+1.
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If no integer satisfying (2) exists we get

[ ] e+ 6= .
r<m<x+§ m
It follows that
24+ &x
zné‘x[ P |kt O logx (- )+ (2C— 1) ¥ (v + § — ] + o), (3)
where C is Euler’s constant. In particular for £ = 0
2 3 [-"—2] — a2 loga® + (2C — 1) 2% — [#%] + o(#) . 4)
nsx "
In the next place
£x] 2 £x]_ -
’é' [T]_”é’x[n ]-§x10g5x+(2c 1) E% + o(#) . (5)

22T -zt orere o+ (c-g) e ro-
1

— x logy — (C—~2—)x——§10g£x—(26—1)&-}—0(1):

1 '3
= (¥ + &) logx + ~2-(x+£)log(1+-x—)-
—xlogx-—&logx-—-&logé‘—-(C———;—)E-*—o(l):
=(1—-C)&§—&logé+ o(1).

H)=Q1—-C)é—-¢logé (0=&6=1).

The maximum is at & = e~C:

Therefore

He=€) = e=c.

L. Carrirz, Duke University, Durham N.C., U.S.A.

Neue Aufgaben

Aufgabe 440. Der Schleife der Strophoide
(42 + ) % = 2 — 93

ist eine Folge von sich der Reihe nach berithrenden Kreisen K,, K,, K,, ... einbeschrieben.
K, ist Scheitelkrimmungskreis, wihrend jeder andere die Kurve doppelt beriihrt. Diese
Kreise schneiden die x¥-Achse in den Punkten mit den Abszissen a, (= 1), a,, a4, . . . Man
zeige, dass die a; Stammbriiche sind und dass (3 — (— 1)")/4a,, firr jedes » das Quadrat
einer natiirlichen Zahl ist. C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht

Aufgabe 441. Man bestimme sin # # 1 in den Vektoren

a=(0,0,1), b, = (0030 cos2n % , cos® sin2n 1;«, sinz‘)) (k=0,1, ..., 4)
so, dass a b, = by b, wird. Man zeige, dass unter den Skalarprodukten der 12 Vektoren
+ a, + b, dann nur die Werte 4 1, 4+ a4 b; vorkommen. Daraus leite man die Existenz
von je 60 geraden und ungeraden Bewegungen her, die diese 12 Vektoren untereinander
vertauschen, also die Existenz des reguldren Ikosaeders und seiner Gruppe.
H. Lenz, Miinchen
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Aufgabe 442, Es sei p eine Primzahl der Form 8 2 4+ 7. Von den quadratischen
Resten mod p werden die absolut kleinsten Reste mod p gebildet. Man beweise, dass ihre

Summe Null ergibt. J. SurANYI, Budapest

Aufgabe 443. Unter einem Fermattripel verstehen wir drei der Grésse nach geordnete
teilerfremde natiirliche Zahlen ¥, y, z, die einer der Gleichungen " 4 y* = 2" (n = 2, 3, ...)
geniigen. Man zeige, dass genau ein Fermattripel eine arithmetische Folge erster Ordnung
bildet. E. Trost, Ziirich

Aufgaben fiir die Schule

Es wird kein Anspruch auf Originalitit der Aufgaben erhoben; Autoren und Quellen werden im allgemeinen

nicht genannt. Die Daten fiir Aufgaben aus der Darstellenden Geometrie sind durchwegs so festgelegt, dass

der Ursprung des Koordinatensystems in der Mitte des linken Randes eines Blattes vom Format A 4 gewihlt

werden soll, -Achse nach rechts, y-Achse nach vorn, z-Achse nach oben, Einheit 1 cm. Anregungen und
Beitrige sind zu senden an Prof. Dr. WiLLr LUssy, Biielrainstrasse 51, Winterthur.

1. Eine Walze und ein symmetrischer Doppeldrehkegel haben dieselbe Hohe %, gleiches
Volumen und gleiche Oberflache. Man bestimme ihre Radien, Oberfliche und Volumen.

_14+V3 . Y343, . 6+5)3 ., . 2+)3
Poa=—"g ks y= Tk F=a—— bk V=ato
2. Von zwei konzentrischen, kongruenten gleichseitigen Hyperbeln geht die eine aus der
anderen durch eine Drehung um den Winkel « hervor. Unter welchem Winkel schneiden
sie sich ?

|

3. Gegeben sind zwei Kreise mit den Mittelpunkten M, und M,. Die Geraden, die aus den
beiden Kreisen gleiche Sehnen schneiden, sind Tangenten an eine Parabel.

p Die Potenzlinie der beiden Kreise ist Scheiteltangente, der Mittelpunkt der Strecke
MM, ist Brennpunkt.

h3.

4. Gegeben sind zwei Punkte 4, B und zwei Geraden p, ¢. Man bestimme den geometri-

schen Ort des Mittelpunktes der Hyperbel durch 4 und B, deren Asymptoten parallel
$ und ¢ sind.

p Jede Hyperbelsekante durch 4 und B trigt zwischen Kurve und Asymptoten

gleiche Strecken. Zu jeder Wahl dieser Strecken gibt es ein Asymptotenpaar, dessen
Schnittpunkt auf einer Gerade durch die Mitte der Sehne 4 B liegt.

5. Man betrachtet ein Tetraeder 4 BCS und seine Inkugel. Klappt man die Seitenflichen
nach innen in die Ebene 4 BC um, so liegen die Umklappungen der drei Beriihrungs-
punkte im Beriihrungspunkt der Grundfliche, und dieser Punkt ist Umkreismittel-
punkt des Dreiecks, dessen Ecken die drei Umklappungen von S sind.

P Zum zweiten Teil der Behauptung: Die Strecken von S zu den Berithrungspunkten
sind im Raume gleich, also auch in der Umklappung.
Der Satz lasst sich auf eine beliebige Pyramide ausdehnen: Besitzt eine n-seitige

Pyramide eine Inkugel, so liegen die nach innen ausgefiihrten Umklappungen der Spitze
in die Ebene der Grundfldche auf einem Kreis.

Internationaler Mathematikerkongress
Stockholm, 15.-22. August 1962
In der Reihe der alle vier Jahre stattfindenden «grossen» internationalen Mathema-

tikerkongresse wird derjenige von Stockholm als eine besonders glanzvolle Veranstaltung
in der Erinnerung der Teilnehmer weiterleben. Schon rein dusserlich stellt die Stockholmer



	Aufgaben

