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Uber gewogene Mittelwerte,
insbesondere gewogene geometrische Mittel

Fiir die einfache Quadratfunktion
f(x) =cx®, c¢=const. (1)

gilt die einfache, aber wenig bekannte Beziehung
- 1
FEEEE) = o (F0m) + 2 (Fx) Fom)) ™ + Fl) =

- 5 (PR Vi) ) ), wx (1)

das heisst dem arithmetischen Mittel zweier Argumente entspricht der Durchschnitt
zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel der beiden beziiglichen Funk-
tionswerte.

Weiter findet man fiir die einfache Potenzfunktion #». Grades

f(x) =cx", c¢= const. (I11)
die Beziehung

FE) - 55 2 () (o Pl e 3 (1)

Der zweite Faktor hinter dem Summenzeichen ist ein gewogenes geometrisches
Mittel. Setzen wir fiir f(x;) = a, f(x,) = b, so haben wir fiir das gewogene geome-
trische Mittel die Gestalt

g=(atb)ll", n=t=0. V)
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Fiir £ = 0 ist offenbar g = a4, fiir # = #n ist g = b, und fiir ¢ = #/2 haben wir g = l/c.z*l;—,
das heisst das gewdhnliche geometrische Mittel. Im Bereiche der Mittelwertbildung
ist notabene bei Wurzeln immer nur der positive Wert in Betracht zu ziehen.

Vorerst sei auf eine interessante Anwendungsmdoglichkeit der gewogenen geome-
trischen Mittelwerte in der Stereometrie hingewiesen. Es seien zwei Wiirfel gegeben
mit den Kantenlidngen 4 und 5. Nun wird ein mittlerer Wiirfel gebildet, dessen Kan-
tenlinge das arithmetische Mittel (a + 0)/2 ist, und man fragt, wie die Volumen V,
und V, der ersten beiden Wiirfel zu mitteln sind, damit das richtige Volumen V', des
mittleren Wiirfels erhalten wird. Man hat offenbar

1

Va=(3@+0)" = 5 (@+3ab+3abt+ b =

1 1 (3) s
= Vi F 3 VIV 4 3 (N VB 4 Vo= o5 X (7) (V3 Ve, (V)

0

I

Es ist hiernach ohne weiteres evident, dass wenn ¥V; und V, die Volumen zweier
n-dimensionaler Wiirfel mit den Kantenldngen 4 und & sind, sich dann das Volumen V
des n-dimensionalen Wiirfels mit der Kantenlidnge (a + b)/2 mit Hilfe gewogener
geometrischer Mittelwerte aus den Volumen ¥V, und V, ergibt als

n

Vo= 55 3 (7) 0V Vit (v

Es entspricht also dem arithmetischen Mittel der Argumente (Kanten) ein sich in
binomialer Entwicklung ergebendes Aggregat von gewogenen geometrischen Mitteln
der beziiglichen Funktionen (Volumen).

Aus (III) und (IV) ist jedoch zu ersehen, dass Beziehung (VII) nicht nur fiir Wiirfel
sondern fiir dhnliche Kérper tiberhaupt gilt. Wir nennen zwei Korper dhnlich, wenn
alle einander entsprechenden linearen Elemente (Kanten, Durchmesser, Punktab-
stinde usw.) in konstanter Proportion stehen. Dann lisst sich das Volumen V), in
Funktion eines linearen Elementes ausdriicken in der Gestalt V; = c 4" und das
Volumen ¥, in Funktion des a entsprechenden Elementes b als V, = ¢ b, womit die
Behauptung bewiesen ist.

Das gewogene geometrische Mittel ist ein Spezialfall der Klasse der gewogenen
Potenzmittel. Beschrinken wir uns auf zwei zu mittelnde Gréssen a4 > b > 0, so
konnen wir diese Mittelwerte in der Gestalt schreiben

P— (M)l”’, (VILI)

m -+ n

wobei m und # Gewichte = 0 sind. In dieser Mittelwertklasse sind als spezielle Fille
insbesondere alle in der Praxis gebrduchlichen elementaren Mittelwertformeln ent-
halten («Elemente», Bd. 3. Heft 1, S. 13).

In diesem Zusammenhang mag darauf hingewiesen werden, dass die Funktion
f(x) = (& + b x)V¢, a, b, p Konstanten, die Eigenschaft hat, dass

FEETE) = (5 (PE) + PE)™, 2+ m (IX)

das heisst dem arithmetischen Mittel zweier Argumente entspricht das gewohnliche
(ungewogene) Potenzmittel der beziiglichen Funktionswerte. Fiir 4 = 1 haben wir
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hieraus den bekannten Satz, dass bei der linearen Funktion der Funktionswert des
arithmetischen Mittels zweier Argumente gleich dem arithmetischen Mittel der
beiden beziiglichen Funktionswerte ist, das heisst

fEEPE) = () + 1)), 2% (X)

Fiir p = O reprdsentiert das Potenzmittel bekanntlich das geometrische Mittel. (Ein
Beweis findet sich unter anderem in «Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer
Versicherungs-Mathematiker», Band 47, Heft 1, S. 143/144.) Sinngemiss ist hier
f(x) = a b* zu setzen, und man hat dann

fEE) = a bt ol — i) (), 5 (X1)

das heisst dem arithmetischen Mittel zweier Argumente entspricht hier das gew6hn-
liche geometrische Mittel der beiden beziiglichen Funktionswerte. Man iiberzeugt sich
leicht, dass des weiteren dem arithmetischen Mittel zweier Argumente bei p = 2, das
heisst fiir f(x) =)/a + bx, das quadratische und bei p = —1, das heisst fiir
f(®) = 1/(a + b x), das harmonische Mittel der beiden beziiglichen Funktionswerte
entspricht.

Wenn wir (VIII) fiir gegebene @ > b > 0 und p als Funktion der Gewichte m = 0
und # = 0 betrachten, so erhalten wir iiber dem ersten Quadranten des rechtwink-
ligen Koordinatensystems interessante Flichengebilde. Schreiben wir fiir (VIII) ver-
einfachend f(m, n). Als erste wichtige Folgerung ergibt sich

f(km, kn) = f(m, n) , (XII)

das heisst alle Punkte einer von (0, 0) ausgehenden Geraden sind Fusspunkte gleichen
Funktionswertes. Oder mit anderen Worten: jede durch die in (0, 0) senkrechte
Achse gelegte Ebene schneidet die Fliche in einer Geraden, welche zur Spur der
Ebene parallel ist. Die Flache f(m, ») ist also eine Regelfliche. Die Gesamtheit der
Fusspunkte mit m = » (Winkelhalbierende der m- und n-Achsen) reprisentiert als
Spur die Niveaugerade des ungewogenen Potenzmittels

1 1jp

(7@ +e)".
Sodann verifiziert man durch einfaches Ausmultiplizieren, dass die Relation gilt
{‘;“ (FPm+kn—Fk +f(m—Fkn+ k))}”‘b = f(m, n), (XIII)

das heisst das gewogene Potenzmittel f(m, n) ist das gewohnliche Potenzmittel aus
den gewogenen Potenzmitteln f(m + &k, n — k) und f (m — &, n + k). Senkrechte
Ebenen mit Spurgeraden m + n = ¢ = const. schneiden demnach die Fliache in Kurven

der Gestalt -
er ues f(n)z(al’——n apobp)llp=(A +Bn)”p,

in Ubereinstimmung mit (IX). Wenn man also die Spurgeraden von zwei bestimmten
Werten f, und /, einer Potenzmittelformel (VIII) mit einer Geraden schneidet, welche
gleiche Achsenabschnitte hat (fiir welche also m + n = ¢ = const), dann den Geraden-
abschnitt halbiert, so charakterisiert die Gerade durch (0, 0) und den Halbierungs-
" punkt als Spurgerade das ungewogene Potenzmittel f gleichen Grades aus f, und f,.




H. Jeckuin: Uber gewogene Mittelwerte, insbesondere gewogene geometrische Mittel 131

Fir die Flichenpunkte gilt die Grossenrelation, immer vorausgesetzt, dass
a>b>0:
fm+1,n) > fmn) >fmn+1). (XIV)

Der Beweis ist einfach; aus der Behauptung

((m + 1) a? + n b? 1/1:> (mai’-l—nbp)llp
m+n+1 ) m+n

folgt durch beidseitiges Potenzieren, Erweitern und Ausmultiplizieren » a? > » b#
oder @ > b gemdss Voraussetzung. Analog folgt aus

( maP + n b? )1/1; > (m a? + (n+ 1) bp)up
m -+ n m+n-+1
die Ungleichung m a? > m b oder a > b.
Somit sind die Niveauverhiltnisse unserer Flidche fiir m und » = 0 abgeklirt. Es
handelt sich um ein spezielles Wendelflichenstiick (aber nicht Schraubenfliche, da
es bei Schraubung nicht sich selbst kongruent bleibt). Die Fliche kann erzeugt wer-

den, indem man eine Gerade auf der in (0, 0) senkrechten Achse und gleichzeitig auf
zwei Kurven
n

fi(n) = (al’ ~ (af — bp))llp und f,(n) = (ap " _Z_ (at — bp))llﬁ

mit den Spurgeraden m + # = ¢, und m + n = c, gleiten lisst.

]
I
3
é (k) (mk, nek)

(mn)  (m,nk)

- /7

eo) oo frm-b

Figur 1 Figur 2

Die Sache wird anschaulich und interessant, wenn man p einen bestimmten Wert
zuteilt. Fiir p = 1 liefert (VIII) das gewogene arithmetische Mittel.

ma-+nb
m+n

(XV)

f(m, n) =
der zwei Gréssen a und b. Hier ist bei gegebenem m und #

f(km, kn) = f(m, n) = const.
und
f(m+k n—R) —fim,n)=fim,n)—f(m—k, n+ k)= const.
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Die Regelfldche hat also in diesem Falle zwei Geradenscharen. Die Spurgeraden der
ersten Schar bilden ein von (0, 0) ausgehendes Strahlenbiischel, und die Spurgeraden
der zweiten Schar sind eine Parallelenschar, welche die Winkelhalbierende der m- und
n-Achsen senkrecht schneiden. Die einzelne Gerade der ersten Schar lduft parallel zur
Grundebene, wihrend die Neigung der Geraden der zweiten Schar mit wachsender
Entfernung von (0, 0) abnimmt. Die Fliche ist zweiten Grades und wenn man (XV)
in der Gestalt schreibt

fm+ fn—am—bn=0, a,bconst.

so ersieht man, dass es sich um einen Teil eines hyperbolischen Paraboloids mit un-
endlich ferner Mitte handelt.

Figur 3

Setzen wir in (VIII) als weiteres Beispiel p = 0, so haben wir das gewogene
geometrische Mittel

Hom,m) = §am b, (XVT)

Man verifiziert leicht, dass (XII) und (XIII) in sinngemdsser Anpassung auch hier
gelten:

o, o) = Y @m b)E =" am b7 = fom, n) (XVII)

Vim+kn—Fk)f(m—kn+k) =

= (M+VW m+f/m)”2 s m+f/am b = flm, n) . (XVIII)
Auch die Grossenrelationen (XIV) gelten, denn wenn a > b > 0, so gilt einerseits
(am br)m+n gkm+n) > (gm prym+n gkm pkn
(@m+k pr)ym+n > (gm prjm+n+k

m-n 4 R——— m-n
Vam+k bn > Vam bn

(am bn)m +n gkm phkn > (am bn)m +n hk(m +n)

(am bn)m +n+k > (am bn+k)m+n

" >" " Y am

und anderseits
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Die senkrechten Ebenen mit den Geraden des in der Grundebene durch (0, 0) gehenden
Strahlenbiischels schneiden die Fliache in Geraden, deren jede zur Spur parallel ist,
die einander parallelen Ebenen mit den Spurgeraden m 4+ # = ¢ = const. schneiden
die Fliche in Kurven der Art

) = a ]/(%)z ABr,

also in exponentiellen Kurven. Aquidistante Fusspunkte einer solchen Kurve gehoren
daher gemiss (XI) zu Funktionswerten mit konstanten Quotienten. H. JECKLIN

Kleine Mitteilungen

Ein Problem der konvexen Kurven

S.M.Urawm hat die folgende Aufgabe gestellt (A collection of mathematical problems):

Let C be a star-shaped closed plane curve i.e. a polar curve given by » = #(¢) and
suppose that 7(¢) has a continuos derivative except possibly at a finite number of points.
It can be shown, that there exists a constant a such that the curve given by ¢ =7 + a is
convex.

Er verallgemeinert auch diese Behauptung auf den Fall hoherer Dimension.

H.T.Crort behandelt diese Aufgabe in einer Arbeit: Two problems on convex bodies
(Proc. Philos. Soc. Vol. 58, Part 1, Cambridge 1962). Er zeigt, dass obiges Problem in der
von UrLAaM gegebenen Fassung unldsbar ist, und beweist:

Besitzt 7 = »(¢) eine zweite beschrinkte Ableitung »”, so existiert die behauptete
Konstante a. Ist #” nicht beschrinkt, so gibt es im allgemeinen kein solches a. Das erste
beweist er indirekt: Aus der Voraussetzung, es existiere keine endliche Konstante a der
behaupteten Art, wird nach langer Rechnung ein Widerspruch hergeleitet, falls »” be-
schriankt ist. Zweitens gibt er ein Beispiel einer zweimal differenzierbaren Funktion mit
unbeschrinktem »”, fiir welches die Aufgabe keine Losung besitzt.

Im folgenden wird gezeigt, dass die Aufgabe einfacher gelost werden kann.

Falls »(¢) zweimal differenzierbar ist, so existiert die Kriimmung % in jedem Punkt
der Kurve. Diese ist genau dann konvex, wenn die Kriimmung nirgends negativ ist.

Der Ausdruck fiir 2 heisst in Polarkoordinaten:

24 292 —yy”
Vot gt e
Soll die Kurve ¢ = 7 4 a (a = konst.) konvex sein, so muss fiir ihre Kriimmung:

k:

2+ 2vat+ a4+ 2¢v2—wvy" —av”

Vo v ap T 7

at+ar—v")+ 924 2¢v2—yr" =0

v

0,
d. h.

gelten. Um hieraus @ zu bestimmen, 16sen wir die folgende Gleichung (£ = 0)

a2+ (27 —v") + 72+ 272 —yv" = 0.
Die Losung heisst:

= 2v+r" £ Vr'e — 8472
== ) .

Ist diese Grosse iiberall imaginir, so 16st jedes a unter der Einschrinkung Min (» + a)
> 0 die Aufgabe. Nimmt die Wurzel auch reelle Werte an, so ist jedes a mit

— 2y 4"+ Yr"t — 8y2

a = Max {sup , — Min7r + s] (e > 0, beliebig) ()

Losung, wenn das sup existiert, was der Fall ist, wenn #” beschrinkt ist.
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