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Kleine Mitteilungen

Beantwortung einer Frage von E. TEUFFEL

Es seien p,, p,, ..., p, die ersten » Primzahlen und M(n) die grosste natiirliche Zahl
mit der Eigenschaft, dass sich jede zu p, p, ... p, teilerfremde Zahl m < M(n) in der

n
Form m = a + b darstellen ldsst, wo a b = J] p}?. Herr TEUFFEL?) hat die Frage gestellt,

1=1
ob M(») unendlich sein kann, das heisst ob die angegebene Darstellung fiir alle natiir-
lichen m méglich ist (Herr TEUFFEL setzt dabei o; > 0 (¢ = 1, 2, ... n) voraus). Ich will

zeigen, dass M (n) fiir jedes » endlich ist, sogar wenn nicht jedes p, in a b aufgeht.

"
Es sei a/" < a)) < --- die Folge aller Zahlen von der Formi {]1 P (a; = 0).
Lemma 1. Fiir jedes ¢ > 0 gilt, wenn i > 4,(e), ai’_‘gl — aM > (ag‘”))l"E .
Das Lemma ist ein spezieller Fall eines Satzes von MAHLER?): Essei ¢ =+ 0 algebraisch,

P, Py, ..., P, OQ,Q, ...,Q, seien endlich viele Primzahlen, ferner sei 0 S a £ 1,
0 <19 >a+f,¢c>0.Zwei ganze Zahlen seien definiert durch

s

t
p=p* [ PH, g=q* [JQF, 0<pr=cp*, 0<g*=cq’.

1=1 1=1

Dann existiert eine Konstante C, die nur von &, «, 8, ¥, ¢ und den P, und Q; abhdngt, so
dass

‘19——£|>~C— firalle £ + 9.
g7 ¢ q

Unser Lemma folgt sofort, wenn man & = 1, p* =g* =1, a = = 0,c = 1, y = ¢/2 setzt.
Der schwichere Satz lim (ai’ﬁ1 — aﬁ"’) = oo stammt von P6LvA3).
1=00
”n
Lemma 2. Die Anzahl D(x) der Zahlen der Form [J pj? < x, also die Anzahl der
al™ < x ist o(x") fiir jedes ¢ > 0. =1
Lemma 2 ist natiirlich lingst bekannt. Offenbar ist 0 < a; < log »/log 2 und daher
log »

D(x) £ (1 +- iag»—z)n = o(x¢) .

Aus Lemma 1 und 2 folgt sofort, dass fiir geniigend grosses # nicht jede Zahlm < »!/2

(m, py, Pg ... P,) = 1 von der Form ag”) -+ as-”) sein kann. Fiir ¥ > x, folgt aus aﬁ”) >x
die Ungleichung

ai.") _ a;_") > xl2 (5 >79).
Fiir a;.”) > x2/3 jst namlich
a::") — a;") > x2(1‘“3)/3 > xl/2 (Lemma 1)

und fiir a;”) < #2'3 hat man

Betrachten wir also die Zahlen

= al* (n) 1/2
m’ = a + a” <,

1) El.Math. 15, 104 (1960).
2) Mathematica ¢, 153 (1957), Theorem 3.
3) Math. Zeitschrift 1, 143-148 (1918).
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SO muss aﬁ”) < x gelten, also auch a§~”) < x. Die Anzahl der m’ ist hochstens D2(x). Wegen

Lemma 2 ist aber D?(x) < x2¢fiir ¥ > x,. Die Anzahl der Zahlen m < x1/2, (m, p, P, ... Py)
= 1, ist aber fiir » > x, nach dem Sieb des ERATOSTHENES mindestens
n

1 K102
x112 (1———~)—2">~~———2">x2€.
(-4 .

i=1
Also gibt es unterhalb 412 mehr Zahlen m als Zahlen m’ und damit Zahlen m, die nicht
von der Form a{” + a{" sind. P. ERDOS

Uber fiinf neue Tetraeder, die einem Wiirfel dquivalent sind

M. GOoLDBERG hat in Elemente der Mathematik 73 (1958) die bisher bekannten Tetra-
eder, die inhaltsgleichen Wiirfeln dquivalent (zerlegungsgleich) sind, zusammengestellt.
Im folgenden gebe ich fiinf weitere Tetraeder dieser Art an.

Wenn man von einem Quader 4 BCDA’B’C’D’ mit den Kantenlingen AB = CD =
AB =CD = ()/5+1)/)y2,AD=BC=AD = CC"= ()5~ 1)/)2und 44’ = BB’ =
CC’ = DD’ = [/E die vier kongruenten Tetraeder A BB’C, ADD'C, AA’B’D’ und CC’'B’D’
der von SYDLER (Elemente Math. 77, 78-81 (1956)) beschriebenen Art T, wegnimmt, muss
das Resttetraeder A B’CD’ einem Wiirfel dquivalent sein. Seine Flachenwinkel sind:
36° langs AD" und CB’, 60° langs AC und B’D’ und 108° lings 4 B’ und CD’. Aus diesem
Tetraeder erhilt man drei weitere einem Wiirfel dquivalente Tetraeder, indem man es
durch eine Ebene, die durch eine Kante und die Mitte der gegeniiberliegenden Kante
geht, in zwei kongruenten Tetraeder zerlegt, die nach SYDLER einem Wiirfel dquivalent
sind (J.-P. SYDLER, Sur la décomposition des polyédves, Comm. Math. Helv. 76, 266-273
(1943/44), Satz 3). Diese Zerlegung in zwei kongruente Tetraeder ist auf Grund der
Symmetrieverhiltnisse auf drei verschiedene Arten moglich. Schliesslich erhdlt man noch
ein fiinftes Tetraeder, indem man von dem Mittelpunkt M des ersten Tetraeders aus-
gehend dieses in die vier kongruenten Tetraeder MAB'C, MAB'D’, MACD’ und MB’CD’
zerlegt, die nach SyDLER ebenfalls einem Wiirfel dquivalent sind.

Die Kantenlingen und Flichenwinkel dieser Tetraeder stelle ich hier in einer Tabelle
zusammen und nenne die Tetraeder in Fortfiihrung der Goldbergschen Bezeichnung T,
bis T,,. E, F und G bedeuten dabei die Mitten der Kanten B’D’, AD’ und CD’.

T, = AB'CD’ T, = AB'CE T, = ABCF
AaB° | Vs+ys | 108 | 4B | Vs+)5 |108° ap |Vs+ys | 108
AC /6 60° || AC | 6 30° AC |6 60°
Aap’ | Vs—y5 36 | AE | V72 o AF |Vs-ys2 | 36°
Bc | Vs-y5 36 | B'Cc | V5-y5 | 36 Bc |Vs-y5 18°
BD | V6 60c | B’E | V32 60° BF |V11+3)572| o
cD’ V 31—175: 108° CE Vij2 180°—a, || CF V17+3 V/5/2 | 180° - a,
T,o = AB'CG T,, = AB'CM
4B |Vs5+)5 54° 4B | Vs+y5 | s4°
AC |Y6 60° AC | 6 30°
46 |V17-352| a AM | yZ o,
Bc |Vs-y5 36° BC | V5-y5 18°
BG |V17-3y5/2|180°-a, | B'M | Y2 a
c¢ |Vs+)52 | 108° cM | yZ o
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o & 50°% tgoay=)7/5, = cos2ay=—1/6

w & 65° tgoay—V9—2}/5; cos4a,— — 3()5—1)/20 = — 0,6 cos 72°
wy & 75% tgoy =V O+ 2)5; cos4a,—3 ()5 + 1)/20 = 0,6 cos 36°

a0y & 101°; tgay=—3—)/5

s & 117°; tgo, = — 2 B

ag & 143°; tgag= — 3+ /5, o, + a5+ ag = 360°

Hans-CHRrisTOF LENHARD, Neukirchen-Vluyn Kr. Moers (Deutschland)

Remark on perfect numbers

The purpose of this note is to prove the following
Theovem. 28 is the only even perfect number of the form x2 4 1.
Proof: It is well known that all even perfect numbers are of the form

201 (20 — 1), (1)

where 22 — 1 is a prime number. Hence, for a prime number p = 3 we have 2/-1 =
1(mod 3), 22~ 1 = 1(mod 3), thus 2¢—1 (2¢ — 1) = 1(mod 3). If 2¢—1 (2¢ — 1) = 43 4 1, then
x is divisible by 3; ¥ = 3y and

2071 (20 — 1) =(x+ 1) (#2—x+ 1).

Weobservethat (+ + 1,2 —x+ 1) =(x+1, —2x+ 1) =+ 1,3) =3y +1,3) = 1.
Because ¥ > 2, we have 2 — v + 1 > x 4+ 1 > 1. But the only representation of even
perfect number as the product of two relatively prime positive integers both > 1 is
that given by (1). Hence » + 1 = 2p~1, 4% — v 4+ 1 = 2¢ — 1. Therefore 2x + 2 = 2,
¥* —x+1=2/—1 and on subtracting we get — 2 + 344+ 1=1, —x(vr — 3) = 0.
Hence » = 3 and we get the perfect number 3% + 1 = 23—1 (23 — 1) = 28.

Corollary 1. 28 is the only even perfect number of the form »» + 1.

Proof: If »" + 1 is an even perfect number, then » is divisible by 3; » = 3 £ and
[(3%)*¥]1* 4+ 1 is an even perfect number. By theorem (3 %)%= 3, hence 2 =1,%n = 3,
n* 4+ 1 = 28.

Corollary 2. There is no even perfect number of the form

nﬂ-" '+‘ 1 ] (2)

if the number of #’s in (2) is = 3. A. Makowskl (Warsaw)

Aufgaben

Aufgabe 406. Aufgabe iiber die Lagebeziehung eines Vierecks zu vier Parabeln:
Bilden vier Punkte einer Ebene ein konvexes Polygon, dann lassen sich durch jeden
der vier Punkte im allgemeinen zwei reelle Parabeln legen, die die Verbindungsgeraden
der drei anderen Punkte beriihren. Bezeichnet man die Parabeln durch den Punkt
P, (k=0,1, 2, 3) mit p;, und p}, die Berithrungspunkte von p, bzw. p;, mit der Ge-
raden [Py, Py p 1] mit Ty oy 0 bz2w. Th g 0,0,%) (P = 1, 2) so gilt

1
T P . P — B2 Dy 1
(T, k1 Prea® Prei) (Th, -1 Pr—2" Pr_s) w

das heisst die von einem Eckpunkt P, _, an die Parabel p, ausgehenden Tangentenstrecken
werden von den Punkten P,_, und P,_, in reziprokem Verhiltnis geteilt. Ferner gilt

(T, k41 Pr—a Pr_1) = (Trypr,x Pr—1® Pr—s) (2)

*) Bei Summation der Indizes ist die Indexzahl stets modulo vier zu setzen.
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