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Fin einfacher Beweis eines Satzes von H. SCHAAL iiber den
Kriimmungsmittelpunkt des scheinbaren Umrisses einer Fliche

In seiner Arbeit «Zur Konstruktion der Kriimmungskreise des scheinbaren Umyrisses
ewner Fldche bei Zentral- oder Parallelprojektion» hat H. ScHAAL vor allem den fol-
genden Satz abgeleitet und dabei vorwiegend analytische Hilfsmittel herangezogen
([1] S. 283, Satz 2):

Sind durch den Punkt P des wahren Umrisses (U) einer Fliche @ zwer beliebige
Kurven (C,) und (C,) gezogen, deren Tangenten in P konjugiert sind, dann ist in P
(das ist die Projektion von P) der Kriimmungsradius R des scheinbaren Umprisses (U )
von D gleich der algebraischen Summe der in P vorhandenen Kriimmungsradien der
Projektionen von (C,) und (C,).

In den vorliegenden Zeilen soll fiir den Fall der Parallelprojektion ein neuer, sehr
durchsichtiger Beweis des Satzes geliefert werden, der sich auf bekannte Sidtze und
vorwiegend geometrische Uberlegungen stiitzt.

1. Unterwirft man ein ebenes System 2, innerhalb seiner Ebene einer einpara-
metrigen Schar von Schiebungen, so vollfithrt es gegeniiber dem ruhend gedachten
System 2 eine krumme Schiebung. Die Punkte P von 2, durchlaufen vermoge dieser
Bewegung kongruente Bahnen /(P). Deshalb verhilt sich eine krumme Schiebung
in jedem Augenblick hinsichtlich ihrer Tangenten wie eine gew6hnliche Schiebung.

Wird eine beliebige Kurve % von 2, einer krummen Schiebung unterworfen, so
umbhiillen ihre oo! Lagen in 2| eine Hiillbahn 4(k). Die mitgenommene Kurve %
beriihrt ihre Hiillbahn in jenem Punkt, in dem dieTangente an %2 mit der Bahntangente
ibereinstimmt. Die Hiillbahn (%) ist demnach auch Hiillkurve der Bahnen /(P) der
Punkte von % und kann daher auch als Hiillbahn einer dieser Kurven /(P) bei einer
krummen Schiebung ldngs % erzeugt werden.

Um den Kriimmungsmittelpunkt M, der Hiillbahn 4(%) in einem ihrer Punkte U,
zu konstruieren, verwenden wir den nachfolgenden Satz der Kinematik:

Der Kriimmungsmittelpunkt der Hiillbahn h(k) esner Kurve k ist auch Kriimmungs-
mittelpunkt jener Bahnkurve I(M), die der Kriimmungsmuttelpunkt M von k durchliuft.

(Wegen eines Beweises dieses Satzes sei auf [2], S. 50 verwiesen.) Im Falle einer
krummen Schiebung lings / ist die Bahn des Kriimmungsmittelpunktes M von % in
U, zu ! kongruent. Daraus folgt: Der Kriimmungsradius R dér Hiillbahn h(k) einer
Kurve k, die esner krummen Schiebung lings der Kurve | unterworfen wird, ergibt sich
als algebraische Summe der Kriimmungsradien der im betrachtetan Punkt U, von h(k)
einander beriihrenden Bahn- und Schiebkurve.

2. In analoger Weise wie fiir ebene Systeme lasst sich auch im Raum eine krumme
Schiebung lings einer Kurve ! erkliren. Eine beliebige einer solchen krummen
Schiebung unterworfene Kurve % iiberstreicht im allgemeinen eine Fliche, die
Schiebfliche genannt wird. Die Lagen der verschobenen Kurve % und die zu / kon-
gruenten Bahnen der Punkte von k bilden auf der Schiebfliche ein konjugiertes
Netz. Die beiden Kurvenscharen, die wir symbolisch mit {#} und {I} bezeichnen, sind
gleichberechtigt. Die Schiebfliche @ kann namlich sowohl durch Verschiebung eines
Exemplares k, aus {#} lings eines Exemplares /, aus {/} wie auch durch Verschiebung
von /; lings &, erzeugt werden.
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Eine der einfachsten Schiebflichen ist das Paraboloid. Es ist auf ool Arten
Schiebfliche. Konjugierte Achsenschnitte des Paraboloids liefern zusammengehérige
Schiebkurven.

Durch eine beliebige Parallelprojektion einer Schiebfliche gehen die beiden
Scharen der Schiebkurven {£} bzw. {I} in zwei Scharen kongruenter Kurven {£} bzw.

{1} der Bildebene iiber. Jede dieser Scharen kann aus einem ihrer Exemplare durch
Verschiebung lings eines Exemplares der anderen Schar erzeugt werden. Der schein-

bare Umriss einer Schiebfliche entsteht demnach als Hiillbahn A(%k) bzw. A(l) bei
diesen ebenen krummen Schiebungen. Kennt man daher in einem Punkt U, des
scheinbaren Umirisses ((7) einer Schiebfliche die Kriimmungsradien 131 bzw. ﬁz, der
(U) in U, beriihvenden Bilder der Schiebkurven, so ergibt sich der Kriimmungsradius R

des scheinbaren Umprisses als algebrvaische Summe von R, und R,. Dieser Satz ist nur
ein Spezialfall des eingangs zitierten, von H. ScHAAL gefundenen Ergebnisses.

3. Um das Ergebnis von H. ScHAAL vollstdndig zu beweisen, verwenden wir fol-
gende Hilfssitze:

I. Eine in der Umgebung des Punktes P mindestens zweimal stetrg differenzierbare
Fliche @) kann hinsichtlich ihres Kriimmungsverhaltens in P durch ihr oskulierendes
Schestelparaboloid D* ersetzt werden. Das bedeutet, eine @ angehtérende Kurve ¢
oskuliert in P eine auf @* liegende Kurve c* im allgemeinen genau dann, wenn ¢ und
c* dieselbe Schmiegebene haben?).

II. Wir betrachten eine Zentralprojektion aus einem Auge O auf eine Bildebene &
und bezeichnen den wahren Umriss einer Fliche @ mit (U) und deren scheinbaren

Umriss mit (U). Die Projektionen von zwei auf @ liegenden Kurven (C,) und (C,), die
sich in einem Punkt P von (U) beriihren, oskulieren sich in der auf (U ) liegenden Pro-
jektion P von P3).

Beweis: Die Projektionskegel £, und &, von (C;) und (C,) beriihren lings des P
projizierenden Strahles s = [OP] die Tangentialebene 7 von @. Da fiir die gemein-
same Tangente ¢ von (C;) und (C,) die Normalkriimmungen der Projektionskegel %,
und &, nach einem Satz von MEUSNIER?) iibereinstimmen, oskulieren sich k2, und %,

lings s; womit die gleiche Aussage fiir ihre Schnittkurven (C;) und (C,) mit der
Bildebene 7 bewiesen ist.

Folgerungen aus I. und II.:

a) Wird der zur Zentralprojektion aus einem Auge O gehdrende wahre Umriss (U)
einer Fliche @ von einer Flachenkurve ¢ in einem Punkt P geschnitten und ist @*
das @ in P oskulierende Scheitelparaboloid, so oskuliert die Projektion ¢ von ¢ die
Projektion p des c beriihvenden Normalschnittes p von @*.

b) Da eine Fliche @ in jedem Punkt P mit ihren in P oskulierenden Scheitelpara-
boloid @* die Paare konjugierter Tangenten gemeinsam hat, beriihrt der wahre
Umriss (U) von @ in jedem Punkt U den wahren Umriss (U*) des @ in U oskulierenden
Scheitelparaboloids @, da ja diese gemeinsame Tangente von (U) und (U*) zu dem

1) Diese Voraussetzung wird im folgenden stets gemacht.

2) Ausgenommen sind nur diejenigen Kurven auf @ und @*, deren Schmiegebene mit der Tangential-
ebene von @ und @* iibereinstimmt.

3) Dieser Satz ist identisch mit Satz 1 aus [1], S. 280.
4) Satz iiber die Meusnier-Kugel, vergleiche [3], § 26, Formel (3).
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durch U gehenden Sehstrahl konjugiert ist. Aus a) folgt nun, dass sich die schein-
baren Umprisse (U) bzw. (U*) von @ bzw. ¥ in der Projektion U von U oskulieren.

Betrachten wir nun eine beliebige Fliche @; es sei (U) ihr wahrer Umriss bei
einer Parallelprojektion aus dem Fernpunkt O und (U) der scheinbare Umiriss.
Sind (C,) und (C,) zwei auf @ liegende Kurven, die (U) in einem seiner Punkte U
nach konjugierten Richtungen durchsetzen, so sind die (C,) bzw. (C,) beriihrenden
Normalschnitte des @ in U oskulierenden Scheitelparaboloids @¥ zwei Parabeln p,
bzw. p,, die durch eine krumme Schiebung aneinander die Fliche @} erzeugen. Nach
a) oskulieren sich die Projektionen von (C,) und p, bzw. von (C,) und p, im Riss U von
U. Nach b) oskulieren sich die scheinbaren Umrisse von @ und @} in U. Da fiir
Schiebflichen und ihre Schiebkurven der Satz von H. ScHAAL in diesen Zeilen
bereits bewiesen wurde, ist durch die vorangehenden Betrachtungen dieser Satz
neuerdings, und zwar auf einfache, anschauliche Weise abgeleitet.

Wegen einer Erweiterung der Giiltigkeit des Satzes auf den Fall der Zentral-
projektion sei auf die Arbeit von H. ScHAAL [1], S. 286 verwiesen. H.VoGLER, Wien

LITERATURVERZEICHNIS

[1] H. ScHAAL, Zur Konstruktion dev Kritmmungskveise des scheinbaven Umvisses einer
Fliche bei Zentral- und Pavallelprojektion. Sitzungsber. der Bayr. Akad. Wiss., math.-
nat.Kl., 17 aus 1960, S. 277-310.

[2] W. BLascHKE — H. R. MULLER, Ebene Kinematik (Verlag von R. Oldenburg, Miin-
chen 1956).

[3] E. Krupra, Analytische und konstruktive Diffeventialgeometrie (Springer, Wien 1957).

Uber die Auflésung von Gleichungssystemen mit einer «Curtay

In einem Aufsatz in den Elementen bemerkt JAGER?), der GauBlsche Algorithmus
erschwere das Rechnen mit Tischrechenmaschinen, weil Divisionen vorkdmen. Wir
wollen hier zeigen, dass mit der «Curta» diese Erschwerung nicht vorliegt, so dass man
mit dieser Maschine den GauBschen Algorithmus bequem durchfiihren und seine
Vorteile mit der Annehmlichkeit des Maschinenrechnens verbinden kann.

Es sei das lineare System:
2 k= 1bis M M N
YiTa b qpisy U7

gegeben. x, bis x, seien die gesuchten Unbekannten, x,, , ; bis x,, und y, bis vy, seien
bekannte Grossen. Man kann dieses System folgendermassen in Matrixform schreiben :

Xy voe Xy o0 Xy
Y =181 - Ay - 4y
yﬂ:: dnl...anm S ClnM
yN: aNl... de... a}vM

1) B. JAGER, Ein Reduktionsverfahren fiir Determinanten und Gleichungssysteme. Elemente der Math. 16,
1301f. (1961).
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