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Als ansprechende, wenig umfangreiche Einfiihrungen sind die beiden folgenden
Publikationen zu empfehlen, die auch weitere Literaturangaben enthalten:
1) R. H. BinG: Elementary Point Set Topology. The American Mathematical
Monthly, Volume 67, Number 7, Part II, 1960.
2) E. M. PATTERSON: Topology. Oliver and Boyd, Edinburgh and London, 1956.
JoHANNES M. EBERSOLD

Eine elementare Methode fiir Unmdoglichkeitsbeweise bei
Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Bei dem Versuch, fiir Anfangssemester in Vorlesungen iiber «Schulmathematik
vom hoheren Standpunkt» die Konstruktionen mit Zirkel und Lineal méglichst ele-
mentar darzustellen, habe ich in der Literatur nur wenig Hilfe finden kénnen. Eine
elementare Methode fiir Unmoglichkeitsbeweise, die ich mir zurechtgelegt habe, mag
deshalb auch fiir andere von Interesse sein, zumal sie durchaus auch Schiilern zu-
ginglich ist. Die Methode braucht nur einfachste Sitze tiber Polynome und vermeidet
alle Mittel der Korpertheorie; sie scheint einheitlich viele alte und neue Unméglich-
keitsbeweise bei Konstruktionen mit Zirkel und Lineal zu erfassen, soweit sie nicht
ihrer Natur nach transzendente Mittel erfordern (Kreisquadratur) oder Gleichungen
hoheren als 4. Grades (Kreisteilung). In der Literatur werden meist nur die klassischen
Unmoglichkeitsbeweise behandelt: Winkeldrittelung, Wiirfelverdoppelung, reguldre
n-Ecke [1], [2], [3], [5], [6], [10], [11]. Die Beweise setzen meist auch noch mehr
Vorkenntnisse aus der Algebra voraus, als nétig wiren. Zur Theorie der Dreieckskon-
struktionen finden sich in den zuginglichen Biichern nur wenige Beitrige, so in [7]1).
Da andererseits noch in neuerer Zeit Originalabhandlungen iiber spezielle Unmog-
lichkeitsbeweise bei Dreiecken erschienen sind (Dreieck aus den drei Winkelhalbie-
renden [8]; andere Sitze in [4] und [9]), mag es gerechtfertigt sein, eine Methode hier
darzustellen, deren einzelne Teile zwar lingst bekannt sind- die aber einfachere
Beweise auch fiir schon bekannte Sitze erlaubt.

1. Konstruktionen dritten und vierten Grades

Vorausgesetzt wird der leicht zu beweisende Satz (z. B. [3], [5], [6], [10]), dass
bei vorgegebenen Streckenlingen oder Punktkoordinaten genau diejenigen Punkte
(Strecken) mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind, deren Koordinaten (Massgrossen)
aus den gegebenen Grossen durch endliche Anwendung der rationalen Operationen
und der Operation des Quadratwurzelziehens hervorgehen. Vorausgesetzt wird ferner
der Begriff des Korpers (aber kein Satz der Korpertheorie). Mit K, wird der Koérper
der rationalen Zahlen bezeichnet, mit K, ein Korper, der aus allen rationalen Aus-
driicken in einer festen Quadratwurzel /d; mit rationalen Koeffizienten besteht
(d, rational, aber kein Quadrat). Allgemein besteht der Korper K, aus allen ratio-
nalen Ausdriicken (oder, was offenbar auf dasselbe hinauslduft, allen gebrochen-
linearen Ausdriicken) in Vc—i:mit Koeffizienten aus K, _,, wod,_,, aber nicht }/d, _,
aus K, _,. Offenbar liegt jede Zahl, die aus der Zahl 1 mit Zirkel und Lineal konstru-

1) Auch in den IMUK-Binden [1], {2] finden sich keine elementaren Beitrige zu unserem Aufgaben-
kreis.
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ierbar ist, in einem Koérper K,, und es gibt zu einer festen konstruierbaren Zahl ein
minimales #.

Fiir eine Zahl x, tiber deren Konstruierbarkeit aus vorgegebenen rationalen Zahlen
zu entscheiden sei, bestehe eine kubische Gleichung mit rationalen Koeffizienten g,

agx3 + ag x4+ a,x +ag=0. (1)
Es besteht nun der wichtige Satz:

Satz 1. Es gibt ein Verfahren, das in endlich vielen Schritten die Entscheidung er-
moglicht, ob (1) konstruierbare Wurzeln hat oder nicht. Der Beweis ergibt sich aus
zweil Hilfssidtzen.

Hilfssatz 1. Die Gleichung (1) hat dann und nur dann eine konstruierbare Wurzel,
wenn sie eine rationale hat.

Der Beweis findet sich in einschldgigen Biichern (z. B. [5], [6]), sei aber wegen
seiner Kiirze hier angedeutet. Wenn (1) eine rationale Wurzel hat, so ist diese kon-
struierbar. Hat (1) umgekehrt eine konstruierbare Wurzel, so sei x; diejenige kon-
struierbare Wurzel, die in K, mit minimalem # liegt. Behauptung: » = 0. Wire
n > 0, so hitten wir

¥,=a-+b ‘/2, a,b,d, aus K, ,, ‘/E nicht aus K, ;, b *0.
Einsetzen in (1) zeigt, dass auch
Xog=a — b ‘/a?
eine Wurzel ist, die von x; verschieden ist. Nach ViETa gilt fiir die dritte Wurzel
Xg=—%1—Xg— Ay =—20a — ay,

die also in K, _, ldge, im Gegensatz zur Minimaleigenschaft von K,. Also bleibt nur
n = 0, wie behauptet.

Es ist also nur erforderlich, auf rationale Wurzeln zu priifen. Dies leistet ein ein-
facher Satz von GAuss (z. B. [10]). Zunédchst multipliziere man (1) mit dem Haupt-
nenner der Koeffizienten, so dass sich eine Gleichung mit ganzen Koeffizienten ergibt

g X+ g+ g1 v+ g =0. (2)
Multiplikation mit g42 und Substitution g; x = y gibt eine Gleichung
Y2+ he 2+ hx+he=0, (3)

die zugleich mit (2) rationale Wurzeln besitzt. Hier besteht, weil der Koeffizient der
hochsten Potenz 1ist, der GauBlsche

Hilfssatz 2. Alle rationalen Wurzeln der Gleichung (3) sind ganze Zahlen und Teiler
von h,,.

Dieser Satz (der fiir Polynome beliebig hohen Grades gilt) ist so einfach zu bewei-
sen, dass der Leser dies selbst tun mége (vgl. auch [10]). Man braucht also nur zu
priifen, ob einer der endlich vielen Teiler von 4, (negative Teiler nicht vergessen!)
Waurzel von (3) ist, um zu entscheiden, ob (1) eine konstruierbare Wurzel hat.

Besteht statt (1) eine biquadratische Gleichung mit rationalen Koeffizienten, so
lisst sich die Aufgabe stets auf ein kubisches Problem zuriickfithren. Sei die biqua-
dratische Gleichung

agxt 4 agx® + asxt+a; x +ay=0 (4)
gegeben, so gilt:
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Satz 2. Die Gleichung (4) hat dann und nur dann eine konstruierbare Wurzel,
wenn die «kubische Resolvente» ihrer reduzierten Gleichung eine solche besitzt. (Die
reduzierte Gleichung

YA+ by y? + by y + by =0 (5)

entsteht aus (4) nach Division durch a, und Substitution x = y — ay/4 a,; sie hat
zugleich mit (4) rationale Koeffizienten. IThre kubische Resolvente ist

2+ 2by 2% + 2 (B2 — 4by) — b2 = 0) (6)

Einen einfachen Beweis dieses Satzes findet man zum Beispiel in [10], S. 250ff.
Damit sind die Aufgaben, die auf biquadratische Gleichungen fiihren, mit der vorher-
gehenden Methode zu behandeln.

2. Die klassischen Probleme

a) Wiirfelverdoppelung.

Die Kantenldnge x des Wiirfels vom Volumen 2 geniigt der Gleichung x® — 2 = 0.
Wire x aus 1 mit Zirkel und Lineal konstruierbar, so miisste diese Gleichung eine
ganzzahlige Wurzel haben, die Teiler von (— 2) zu sein hitte; aber 4 1, 4 2 sind
keine Wurzeln.

b) Winkeldrittelung.

Fiir die Drittelung des Winkels ¢ besteht mit x = 2 cos (p/3) die Gleichung

%3 —3x —2cosp =0
speziell fiir ¢ = 7/3 also
¥ —3x—1=0,

und da mit dem Winkel ¢/3 auch x konstruierbar sein miisste, miisste diese Gleichung
eine rationale Wurzel haben, fiir die nur 4 1 in Frage kdmen, die beide keine Wurzeln
sind.

Der Winkel 20° und damit das reguldre Neuneck sind nicht mit Zirkel und Lineal
konstruierbar.

3. Dreieckskonstruktionen, bei denen unter andevem Winkelhalbierende vorgegeben sind

a) Dreieck aus

den drei Winkelhalbierenden (w,, w4, w,),

zwei Winkelhalbierenden (w,, wj) und der dritten Hohe (4,),

zwei Winkelhalbierenden (w,, w,) und der dritten Seitenhalbierenden (s,).

Alle drei Aufgaben werden simultan dadurch erledigt, dass die Konstruktion
eines gleichschenkligen Dreiecks (4 = b, Figur 1) aus w, = wg = w, h, = h unmoglich
ist. Aus den beiden Beziehungen

. . 3u .
¢sina = wsin -~ und c¢sina = 2k cosa

folgt fiir x = sin «/2:
4wl —4hx® —3wx +2h=0.

Eine geometrisch mégliche Wahl ist w = 2, A = $ = Primzahl > 2; hier hat man fiir
2 x = y die Gleichung

=ty -3y+2p=0,
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die eine rationale Wurzel haben miisste, wenn das Problem allgemein mit Zirkel und
Lineal 16sbar wiare. Die einzig moglichen Werte 4+ 1, + 2, + $, 4+ 2 p sind aber
keine Wurzeln.
b) Dreieck aus .

zwel Seiten (4, b) und einer zugehdrigen Winkelhalbierenden (w,),

zwei Winkelhalbierenden (w,, wg) und einer zugehorigen Seite (a).

c

LS

Figur 1

Figur 3

Beide Aufgaben werden dadurch erledigt, dass die Konstruktion eines gleich-
schenkligen Dreiecks (¢ = b, Figur 2) aus a = b, w, = w, = w unmoglich ist. Man
hat die beiden Beziehungen

; . 3a . .
CcSIno = w Ssin *2 - und ¢ SIne. = a Sin 21.

Dies ergibt fiir x = sin? «/2 die Gleichung

4ajfl —x(1—22) =w(3—42).

Nach Quadrieren substituiert man 4 x = y und setzt etwa a = w = 1, was geometrisch
moglich ist. Dann besteht fiir y die Gleichung

“

y3— 7924+ 14y —-7=0,

deren rationale Wurzeln simtlich positiv sein miissen, so dass nur + 1, + 7 in Frage
kidmen, die beide keine Nullstellen sind.

4. Dreieckskonstruktionen, bei denen unter anderem der Inkreisradius o vorgegeben ist

a) Dreieck aus zwei Seiten (a, b) und dem Inkreisradius g.
Wir betrachten den Fall @ = b (Figur 3). Hier ergeben sich die beiden Beziehungen

2Q=Ctgg~ und ¢=2a-cosx.
Elimination des Winkels « gibt eine kubische Gleichung fiir die dritte Seite c:
3 — 2ac®+ 4p%c + 8p%a=0.

Da g/a < }/3/6 fiir die Realisierbarkeit hinreicht, kann etwa a = 2, ¢ = 1/2 gesetzt
werden, so dass dann
3—4c2+c+4=0.
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Diese Gleichung besitzt keine rationalen Losungen.
b) Dreieck aus zwei Winkelhalbierenden (w,, ws) und dem Inkreisradius g.
Wieder beim gleichschenkligen Dreieck, w, = w; = w, haben wir die Beziehungen:

. o &
29=ctg% und 051noc=wsm-29i.

Elimination von ¢ und x = sina/2 ergibt die kubische Gleichung
4wx® — 40x2 —3wx +40=0.
Da w = 4 g geometrisch méglich ist, ergibt sich in diesem Falle mit 4 x =y
y3 — 92— 12y 4+ 16 =0.

Diese Gleichung hat, wie man durch Einsetzen der Teiler von 16 in die linke Seite
verifiziert, keine rationalen Losungen.

c) Gleichschenkliges Dreieck aus o und Flicheninhalt F.

Mit den Bezeichnungen der vorstehenden Aufgaben hat man die Beziehungen

20=ctg ; und ctga=4F.
Elimination von o gibt die kubische Gleichung fiir c:
¢® — f§c2+4Fg =0
F =6, p = 1 ist geometrisch moglich, aber die Gleichung

3—6c24+24=0

3

hat keine rationale Losung. DeTLEF LAuGwiTz, Darmstadt

LITERATURVERZEICHNIS

[1] BEHNKE, FLADT, SUss: Grundziige der Mathematik, 1. Algebva etc. (Gottingen 1958).
[2] BEHNKE, BACHMANN, FrLADT, SUss: Grundziige dev Mathematik, 11. Geometrie (Got-
tingen, 1960).
[3] BieBERBACH, L.: Theorie der geomelrischen Konstruktionen (Basel 1952).
[4] BUCHNER, P.: Eine Aufgabe, die mit Zirkel und Lineal nicht lésbar ist. Elemente d.
Math. 2, 14-16 (1947).
[5] CouranT, R., und RoBsins, H.: What is mathematics? (9. Aufl.,, New York 1958).
[6] HERRMANN, A.: Das Delische Problem (Leipzig-Berlin 1927).
[7] MEescukowsKl, H.: Ungeldste und unlisbare Probleme der Geometrie (Braunschweig
1960).
[8] Neiss, F.: Uber die Unmdglichkeit dev Konstruktion eines Dreiecks aus seinen drei
Winkelhalbievenden. J. reine angew. Math. 777, 129-133 (1937).
[9] RoTH-DESMEULES, E.: Noch eine Aufgabe, die nicht mit Zirkel und Lineal losbar ist.
Elemente d. Math. 3, 65-67 (1948).
[10] STRUBECKER, K.: Einfithrung in die hiheve Mathematik, I (Miinchen 1956).
[11] vAN DER WAERDEN, B. L.: 4lgebra I (Berlin-Go6ttingen-Heidelberg).



	Eine elementare Methode für Unmöglichkeitsbeweise bei Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

