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12 J Schopp Verschärfung eines Kreisabdeckungssatzes

Man findet also K(3) 22 (Unter den 22 verschiedenen Konfigurationen gibt es

eine einzige, welche nicht durch Drehungen allem in alle zu ihr kongruenten
übergeführt werden kann, wo also eine Spiegelung notwendig ist Welche Wegen der
Dualität des Kalküls wurde es genügen, die Tabelle bis und mit p 4 aufzustellen
Um Repräsentanten fur die restlichen Klassen zu finden, hatte man lediglich die dual
entsprechenden Ausdrucke zu negieren. P Lauchli, Zürich
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Verschärfung eines Kreisabdeckungssatzes

Von Hadwiger stammt der folgende bekannte Satz
Die ebene Menge solcher Kreise von gleichem Durchmesser, die paarweise einen

nichtleeren Durchschnitt besitzen, lasst sich in drei Teilmengen so zerlegen, dass die

zu derselben Teilmenge gehörigen Kreisbereiche sämtlich einen nichtleeren Durchschnitt

besitzen [1]*)
Es ist auch bekannt, dass die Punktmenge einer abgeschlossenen Orbiforme vom

Durchmesser d sich mit genau so vielen abgeschlossenen Kreisbereichen vom Durchmesser

d abdecken lasst, wie sich die Menge von abgeschlossenen Kreisbereichen vom
gleichen beschrankten Durchmesser in solche Teilmengen zerlegen lasst, dass die zu
jeder Teilmenge gehörigen Kreisbereiche sämtlich einen nichtleeren Durchschnitt
aufweisen [2]

Eine Orbiforme vom Durchmesser d lasst sich aber bekanntlich sogar mit 3 Kreisen

vom Durchmesser d )/3/2 abdecken [3], [4]
Diese letzterwähnte Behauptung ermöglicht die Verschärfung des Satzes von

Hadwiger [1]
Sei M die Menge derjenigen abgeschlossenen Kreisbereiche Ka(oLG A) vom Durchmesser

d der euklidischen Ebene, die paarweise einen nichtleeren Durchschnitt
aufweisen, das heisst, wenn Kae M und Kß e M, dann gilt KaO Kß 4= 0, wenn a =4= ß
(ol, ß e A) Eine Kreismenge M heisst vollständig, wenn keine solche Kreismenge M'
existiert, welche die gleichen Bedingungen wie M erfüllt und eine echte Teilmenge
von M bildet Im folgenden setzen wir voraus, dass die vorkommenden Kreismengen
immer vollständig sind Es ist noch zu erwähnen, dass eine Punktmenge sich auch
als Kreismenge von Nullkreisen betrachten lasst.

x) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 14
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Bezeichnen wir mit 0a (oc e A) den Mittelpunkt des Kreisbereiches Ka, so folgt aus
der Ausgangsbedingung:

ö_ö, ^ rf • (1)

Sei M* die Punktmenge der Mittelpunkte 0a der Kreisbereiche ifa, so folgt aus
(1), dass M* eine abgeschlossene ebene Punktmenge von konstanter Breite d - einen
abgeschlossenen Orbiformbereich vom Durchmesser d - darstellt.

Diese Orbiforme lässt sich aber, wie oben erwähnt, mit drei Kreisen vom Durchmesser

d j/3/2 abdecken.
Bezeichnen wir diese drei Abdeckungskreise mit Ct (i 1, 2, 3), ihre Mittelpunkte

mit Pr Offenbar gehört in diesem Fall zu jedem Element ol von A ein solches i
(i 1, 2, 3), dass Oa C Ct. Hieraus folgt, dass der Abstand zwischen 0a und dem
Mittelpunkt Pt des Abdeckungskreises Ct den Halbdurchmesser von Ct nicht
überschreitet :

CT>7 ^„|/3/4. (2)

Bezeichnen wir ferner mit Cf (i 1, 2, 3) den Kreis mit dem Mittelpunkt Pt und
mit dem Halbdurchmesser

r* rf/2 - rf j/3/4 rf(2 - j/3)/4 « 0,06698 rf

so folgt aus (2), dass

Cf CKa.
Hieraus folgt:
Satz I. Die vollständige Menge derjenigen abgeschlossenen ebenen Kreisbereiche vom

Durchmesser d, die paarweise einen nichtleeren Durchschnitt besitzen, lässt sich in drei
Teilmengen so zerlegen, dass die zu derselben Teilmenge gehörigen Kreisbereiche sämtlich
einen Durchschnitt besitzen, der einen abgeschlossenen Kreisbereich vom Durchmesser

d*^d(2- ]J$)\2 « 0,13397 d enthält.
Obiger Satz enthält den Hadwigerschen Satz (für rf* 0).
Der Wert des Durchmessers d* lässt sich nicht mehr vergrössern, da eine

Orbiforme vom Durchmesser d sich im allgemeinen mit drei Kreisen, deren Durchmesser
kleiner als d]J3\2 ist, nicht abdecken lässt (zum Beispiel ein Kreis vom Durchmesser rf).

Aus Satz I folgt ein anderer, wesentlich gleichbedeutender Satz. Sei M die
vollständige ebene Menge der Kreisbereiche Ka (ol e A) mit dem Mittelpunkt öa und mit
dem Halbdurchmesser r d)j3\\. So folgt aus (2), dass zu jedem Element a von A
ein solches i (i 1, 2, 3) gehört, dass

PtCKa. (3)

Die Kreisbereiche Ka der Menge M lassen sich also mit drei Punkten abstechen.
Die abgeschlossenen Kreisbereiche Ka besitzen im allgemeinen keinen nichtleeren
Durchschnitt, es gilt jedoch

sup (inf QR)^d(2- |/3)/2 (4)

falls Q e Ka und R eKß (ol, ß e A; a 4= ß). Nach einfacher Rechnung folgt aus (3)
un4 (4) der
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Satz II. Die vollständige ebene Menge derjenigen abgeschlossenen Kreisbereiche vom
Durchmesser rf, die paarweise den Abstand t ^ rf(2 \/3 — 3)13 aufweisen, lasst sich in
drei Teilmengen so zerlegen, dass die zu derselben Teilmenge gehörigen Kreisbereiche
sämtlich einen nichtleeren Durchschnitt besitzen J Schopp, Budapest
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Ungelöste Probleme

Nr. 41. Wie bekannt ist, lasst sich jeder Eilmie der Ebene (geschlossene konvexe
Jordankurve) em Quadrat einbeschreiben (vgl Figur 1) Em neuerer Beweis hierfür
stammt von C M Christen sen1) Das Problem stellt sich, ob die gleiche Möglichkeit
bei einer behebigen geschlossenen Jordankurve (topologisches Kreisbild) der Ebene
besteht (vgl Figur 2) In der Tat wurde von verschiedener fachkundiger Seite
versucht, diese Frage zu entscheiden Mit Wahrung der angegebenen grosstmoghehen
Allgemeinheit scheint die Losung des Problems recht schwierig zu sein Von L G

Schnirelmann 2) konnte ein Beweis gefunden werden, dass die fragliche Embe-
schreibbarkeit dann besteht, wenn die Jordankurve überall eine stetige Krümmung
aufweist Herr V L Klee (Seattle, USA) hat uns einige interessante Vermerkungen
zu unserm Problem zur Verfugung gestellt Viele Losungsversuche smd bisher
gescheitert Auch em publizierter Beitrag von C S Ogilvy3) kann lediglich als
heuristische Betrachtung gewertet werden

Nimmt man zunächst Zuflucht zu einem rem graphischen Verfahren, das heisst,
sucht man eine Losung durch «probieren», so wird man bald merken, dass das

Experiment bei einer bereits vorgezeichneten Kurve nicht besonders leicht zum
erfolgreichen Ende fuhrt Viele zeichnerisch gefundene positive Losungen, die naturlich

nur als Naherungen zu bewerten smd, ergeben insgesamt höchstens em Indiz fur
die Gültigkeit des vermuteten Sachverhalts In einem bekannten originellen Buch von
H Steinhaus4) findet man (auf Seite 87) em Bild, das vier Orte an der Uferhme des

Michigansees zeigt, die em Quadrat bilden - Zum Schlüsse wollen wir den vermuteten
Satz m eine vollständig anthmetisierte Form kleiden, wobei wir keineswegs etwa
glauben, dass dadurch die Auffindung des noch fehlenden Beweises erleichtert wird
Eine solche gleichwertige Formulierung, die also ohne geometrische Begriffe
auskommt, lautet beispielsweise wie folgt Es seien x x(t) und y y(t) zwei im Inter-

*) Ein in eine konvexe Figur einbeschriebenes Quadrat (danisch), Mat Tidsskr B 1950, 22-26
2) Über gewisse geometrische Eigenschaften geschlossener Kurven (russisch), Uspehi Matern Nauk 10,

34-44 (1944)
3) Square inscribed m arbitrary simple closed curve, Amer Math Monthly 57, 423-424 (1950)
4) Mathematicai Snapshots, Oxford Umv Press 1951
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