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Der Vergleich von (3) und (1) ergibt:

C,Ey =1 B,D,;, waszu beweisen war.

Anmerkung. Der ebene Streckenzug 4,4,4,4,4,ist ganz beliebig; insbesondere kann
er einfach sein oder sich durchkreuzen, er darf ganz oder teilweise auf gerader Linie
verlaufen, endlich diirfen einige seiner Strecken Nullstrecken sein. N. Kritikos, Athen

Inequalities for a triangle, 11

In this note p; and %; (¢ = 1, 2, 3) denote the radii of the ex-circles and the altitudes
of a triangle with the sides a,, a,, a;; F denotes its area. G(x) and H(x) denote the geometric
and harmonic means of x,, ¥,, ¥, respectively.

In [1] it is proved that G(#) < G(p). Here I prove the inequalities

G(k) <394 F12 <G(p), (1)
H(h) = H(p) < 3V F12 (2)
Proof: 1t is known that
312
322 < F < 3 R?,

where » and R denote the radii of the inscribed and circumscribed circles (see [2], p. 6).
Hence
2 R-! < 334 F-l2, (3)

y—1 > 3314 F-U2 (4)
From the identity 8 F3 = G3(h) a, a, a; = G3(h) - 4 R F and from (3) it follows that
’ G3(h) = 2 R—1 F? < 3%4 32

Hence we get the first part of (1).
From the identity g, 0, 03 = F?7~1 and from (4) it follows that

G3(g) = 3% F32

Hence we get the second part of (1).
The inequality (2) follows immediately from the identity 2 hl= 2’ o7 =r"1 and
from (4). =1 +-1

A. Makowski, Warsaw
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Aufgaben

Aufgabe 387. Auf einem nichtzerfallenden Kegelschnitt % seien fiinf Punkte P,, P,, P;,
P, und S gegeben. Bekanntlich ist das Doppelverhiltnis 6 = ([S P,] [S P,] [S P;] [S F,))
der vier Strahlen [S P],¢ =1, 2, 3, 4 gegeniiber einer Bewegung von S auf % invariant.

a) Wie miissen die Punkte P,, P,, P,, P, auf » gewihlt werden, damit § = — 1 wird?

b) Wie muss die gegenseitige Lage von P,, P,, P;, P, sein, wenn 6 = — 1 und % eine
Parabel ist?

c) Ineinem kartesischen Normalkoordinatensystem sind die Punkte P,(0, 0), F,(0,— 1),
Py(1, 0) gegeben. Wie ist P, anzunehmen, wenn bei § = — 1 der Kegelschnitt % «) eine
Parabel, ) eine gleichseitige Hyperbel, y) ein Kreis sein soll?

R. Berels und E. SCHRODER, Dresden

Losung dev Aufgabensteller: Eine Kollineation K, die die Punkte P,, P, in die absoluten
Kreispunkte der Ebene von % transformiert, fiihrt 2 in einen Kreis 2° durch P,’, Py, S’
iber. Aus den Verbindungsgeraden [S Fy], [SP,] werden die isotropen Geraden i,’, i,’
durch S,
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Wegen der Konstanz des Peripheriewinkels iiber der gleichen Sehne bleibt der Winkel
¢’'= < P’ S’ P, bei einer Bewegung von S’ auf 2’ ungeindert. Nach LAGUERRE gilt die
Beziehung

4 1 ’ ’, ’ 7 s’ o7 1 ’
? :—ﬁlg([S PY1[S" B/ 4, 1)) =~é—;—1g6.

Hieraus folgt, dass auch das Doppelverhéltnis ¢’ bei einer Bewegung von S’ auf 2’ konstant
bleibt. Wegen der Invarianz des Doppelverhdltnisses von 4 Strahlen eines Biischels gegen-
iiber Kollineationen gilt ¢’ = §. Somit bleibt § ungedndert, wenn sich S auf 2 bewegt.

Zu a): Fir § = ¢’ = —1 ist ¢’ ein rechter Winkel und demnach [P,” P,"] ein Durchmesser
von k’. Die Ferngerade [P, P,’] ist daher zu [P, P,)’] konjugiert. Da diese Eigenschaft der
beiden Geraden invariant gegéniiber Kollineationen ist, sind auch [P, P,] und [P; F,]
beziiglich 2 konjugiert.

Zu b): Gibt man P,, P,, P, in allgemeiner Lage (nicht auf einer Geraden) vor, dann
muss P, auf einer Parabel liegen, die das Dreieck P, P, P, als Tangentendreieck besitzt
und die Seite [P, P,] im Mittelpunkt der Strecke P, P, beriihrt. Zu diesem Ergebnis
gelangt man zum Beispiel dadurch, dass man mittels einer reellen Affinitit P, P, P,
in Punkte mit den kartesischen Normalkoordinaten P,’(0, 0), P,’(0, — 1), FP;’(1, 0) iiber-
fihrt und die in c) «) angegebene Rechnung durchfithrt, das Ergebnis diskutiert und
affin zuriicktransformiert.

Zu c): Bezeichnet man die Koordinaten von P, mit (x,, ¥,) und die von S mit (&, #), so
ergeben sich als Projektionen von P,, P,, P,;, P, aus S auf die y-Achse die Punkte

’ ’ ’ ’ % - E
P/ =B0,0, B =R0 -1, B0, 1) (02102,

£ Xo — 3
Setzt man die Koordinaten von P;” in die Bedingungsgleichung
(P B By B))=—1 (1)
ein, so ergibt sich bei festem P, als Ortskurve von S = S(&, n) der Kegelschnitt
Vo& —&En Ko+ 2y + 1)+ 2x,n° — Y&+ 24,n=0. (2)

Dieser geht durch die Punkte P,, P,, P;, P, und stellt
«) eine Parabel dar, wenn
(Yo — 2¥0)*+ 2%+ 4y, +1=0 (3)
ist.

Sind P,, P,, P, vorgegeben, so muss P, auf einer Parabel liegen, die das Dreieck
P, P, P, als Tangentendreieck besitzt und die Dreieckseite [P; F,] im Mittelpunkt der
Strecke P, P, beriihrt;

f) eine gleichseitige Hyperbel, wenn

Yo+ 2%4,=20 (4)

ist. P, liegt somit auf einer Geraden durch P,. Sie ist Leitgerade der Parabel (3);
y) ein Kreis, wenn die Gleichungen

o+ 2y +1=0 (5)
2% — Yo =0

erfiillt sind. Dieser muss nach Voraussetzung Umkreis des Dreiecks P, P, P; sein.

Fiir P, ergeben sich die Koordinaten (—1/5, — 2/5). Die Geraden [P, F,] und [P, F,)
sind in Ubereinstimmung mit den Ausfiihrungen unter a) beziiglich des Kreises kon-
jugiert.

Eine weitere Losung sandte W. JANICHEN (Berlin-Zehlendorf).

Aufgabe 388. Wieviele unter den ersten 37 natiirlichen Zahlen lassen sich als Summe
von positiven Potenzen von 3 darstellen? W. JANICHEN, Berlin
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Lésung: Die gesuchte Anzahl ist 27—!, wenn der Summand 3° ausgeschlossen wird,
sonst 27,

Beweis: Eine natiirliche Zahl ist dann und nur dann als Summe von verschiedenen
positiven Potenzen von 3 darstellbar, wenn ihre Darstellung im System mit der Basis 3
die Ziffer 2 nicht enthilt. Dann aber ist diese Darstellung im System mit der Basis 3
zugleich die « Nummer» der natiirlichen Zahl, dargestellt im Dualsystem. 37, in der Form
100...00 (» Nullen) geschrieben, erhilt so die Nummer 2”. Darf der Summand 3° nicht
vorkommen, so fallen die ungeraden « Nummern», das heisst die Hilfte weg.

MAarcgriT FREI, Ziirich

O. REUTTER (Ochsenhausen) weist auf die Verallgemeinerung fiir eine beliebige natiir-
liche Basis @ > 1 hin. E. HERRMANN (Porz am Rhein) gewinnt die Anzahl 27-1 — # fiir
den Fall, dass mindestens zwei Summanden vorkommen sollen. Weitere Losungen sandten
L. BErRNSTEIN (Tel-Aviv), B. BoLLoBAs (Budapest), A. MAkowsk1 (Warschau), H. MEIL1
(Winterthur), J. ScHopp (Budapest).

Aufgabe 389. Man beweise: Ist x; > 0 (1 = 1, 2, ..., »), dann ist

(3 )57 s 1000
f=1

1=1

und Gleichheit besteht genau dann, wenn ¥, = x, = ... = x,, ist.
O. REUTTER, Ochsenhausen/Deutschland
Lésung: Zunachst folgt fir x > 0

x
x(logx——l)+1=flogxdxgo,
1

also #* = ¢*198% > ¢*~1 wobei das Gleichheitszeichen nur fiir » = 1 steht.

n
Setzt man daher 4 = iZ x;, so erhdlt man
ni

Ma
—
EN
L

”n

2\ . ;'1 =1
t\— = _
IT(5)7 =[] = _1,

1=1

n . x,-
das heisst, es gilt auch II (—j;—’) = 1 , wobei Gleichheit genau dann besteht, wenn
i=1

Xy =%y = -+ = x, = A ist. Hieraus folgt die Behauptung sofort.
R. KttuNAU, Sangerhausen/Deutschland

Herr F. LEUENBERGER (Zuoz) macht darauf aufmerksam, dass man auch die Unglei-
chung (vergleiche PoLyA-SzEGO, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis, Bd. I, S. 53,

Nr. 78)
1

Pray+ Pyt + Py ay > ( maﬁf“am) bt bat - - by
pl+P2+"'+Pk Gy Gy k

anwenden kann. Setzt man a; = 1/p; und hernach p, = #,, so ergibt sich

& 2 < (=) 125

Hieraus folgt die Ungleichung der Aufgabe sofort. Der Aufgabensteller hat seinerseits
nachtriaglich eine Verallgemeinerung angegeben. Weitere Losungen sandten W. JANI-
CHEN (Berlin-Zehlendorf), H. MEiLI (Winterthur), UNcarR TiHoMER (Novi Sad/Jugo-
slawien).
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Aufgabe 390. Es seien a > 1 eine natiirliche Zahl, keine Potenz von 10, und N eine
natiirliche Zahl. Es gibt mit m als natiirlicher Zahl unendlich viele Potenzen a™, die eine
der beiden Bedingungen erfiillen:

(1) Die dekadische Entwicklung von a ™ beginnt mit 1 und hat darauf folgend mindestens
N Nullen.

(2) Die dekadische Entwicklung von a™ beginnt mit mindestens N Neunern.

L. HoLzER, Rostock

Lisung: Es sei ¢ > 0 so klein, dass 10¢ = 1,00... mit N Nullen und 10~¢ = 0,99... mit
N Neunern nach dem Komma beginnt. log a ist irrational, also gibt es (Kettenbruch!)
je unendlich viele rationale Zahlen »/m mit

loga_—;{: ,O<19<1.

Fiir die unendlich vielen m, fiir die noch #/m < e ist, gilt dann

n<mloga<n+e bzw. n—ec<mloga <mn,
also
10" < a™ < 10%.1,00... bzw. 10%.0,99... < a™ < 107,

womit wegen # - oo fiir m - oo die Behauptungen bewiesen sind.
E. TeurreL, Korntal/Stuttgart

O. REUTTER (Ochsenhausen/Deutschland) bemerkt, dass die Aussage der Aufgabe sich
auch auf die g-adische Entwicklung der Potenzen a™, wo a =+ g¥, verallgemeinern lisst.

Weitere Losungen sandten B. BoLLoBAs (Budapest), E. HERRMANN (Porz am Rhein),
A. Tirp (Soest/Deutschland).

Neue Aufgaben

Aufgabe 416. Ein Dreieck habe die Fliche 4,. Verbindet man seine Ankreismittel-
punkte, so entstehe ein Dreieck mit der Fliche 4. Wiederholt man dasselbe Verfahren
beziiglich des neuen Dreiecks, so habe das entstehende Dreieck die Fliache 4; usw. Es sei
das Dreieck mit der Fliche 4, homothetisch zu demjenigen mit der Fliche 4, bei einer
Charakteristik 1:27. Man weise fiir das Grenzdreieck 4 = ”I_Lr(l"lo 4, die Abschitzung

nach. F. LEUENBERGER, Zuoz

Aufgabe 417. Man beweise die folgende Umkehrung eines bekannten Satzes: Wenn
der Schnittpunkt H der Ecktransversalen 44’, BB’ eines Dreiecks, die dessen Umkreis
in A’, B’ zum zweiten Male treffen, die Elgenschaft hat, dass die Abschnitte 4" H, B’ H
von den Seiten BC resp. AC halbiert werden, und wenn H keine Ecke ist, so ist H der
Hohenschnittpunkt des Dreiecks 4 BC. C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht

Aufgabe 418. Es sei [o] die grosste ganze Zahl < « und « = [«] + {«}. Man weise nach,

dassfiro <& <1 .
i 2 [+ 15l =0

existiert, und bestimme Max f(&)
0sé=1 E. TEurFeL, Korntal/Stuttgart

Aufgabe 419. In der Ebene seien » Punkte beliebig gegeben. Man zeige, dass diese
Punkte mindestens # — 2 verschiedene Winkel bestimmen und dass genau #— 2 ver-
schiedene Winkel nur dann bestimmt werden, wenn die Punkte ein reguldres n-Eck
bilden. _ P. ErRDGs, Sydney
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Aufgaben fiir die Schule

Es wird kein Anspruch auf Originalitit der Aufgaben erhoben; Autoren und Quellen werden im allgemeinen

nicht genannt. Die Daten fiir Aufgaben aus der Darstellenden Geometrie sind durchwegs so festgelegt, dass

der Ursprung des Koordinatensystems in der Mitte des linken Randes eines Blattes vom Format A 4 gewihlt

werden soll, x-Achse nach rechts, y-Achse nach vorn, z-Achse nach oben, Einheit 1 cm. Anregungen und
Beitrige sind zu senden an Prof. Dr., WiLrr Lussy, Biielrainstrasse 51, Winterthur.

1. In der gleichseitigen Hyperbel ist der Radiusvektor geometrisches Mittel der beiden
Brennstrahlen.

2. An eine Ellipse werden zwei parallele Tangenten #, und ¢, gelegt. Die Geraden durch
den Berithrungspunkt B auf ¢, und durch die Brennpunkte schneiden ¢, in U und V.
Esist BU = BV = 2 a.

3. Die Beriihrungssehne zweier Hyperbeltangenten halbiert die Strecke, die auf einer
Asymptote von diesen Tangenten ausgeschnitten wird.

p Die Eigenschaft ist affin-invariant, sehr einfacher Beweis fiir die gleichseitige
Hyperbel.

4. Im Punkt P einer Parabel wird die Tangente gezogen. Eine beliebige Sekante schneidet
die Parabel in S; und S,, die Tangente in 7, und den Durchmesser durch P in D.

Esist TD? = TS, - TS,.

5. Einer Ellipse soll ein Rechteck mit vorgeschriebener Fliche umschrieben werden. —
Zwischen welchen Grenzen kann die Fliche variieren ?

p Dds Rechteck muss dem orthoptischen Kreis der Ellipse einbeschrieben werden.
Aus der bestimmbaren Sehne im orthoptischen Kreis ergibt sich eine bekannte Sehne
im Hauptkreis, die an der richtigen Stelle konstruierbar ist.

+ Frygn=4ab, Fpg=2(a®+ b?).

Bericht

iiber das Seminar der Internationalen Mathematischen Unterrichtskommission
(IMUK) vom 26. bis 29. 6. 1961 in Lausanne

Zum diesjdhrigen, der Schweiz iibertragenen und unter dem Patronat der Schweize-
rischen Mathematischen Gesellschaft durchgefiihrten IMUK-Seminar fanden sich rund
100 Teilnehmer aus verschiedenen westeuropdischen Lindern am Genfersee ein. Die
Leitung des Seminars lag in den Handen von H. BEENKE (Miinster), G. pE Raam (Lau-
sanne) und M. RuerF (Ziirich). Im Vordergrund der Vortrige und Diskussionen stand
diesmal der Analysis-Unterricht an der Mittel- und Hochschule.

CHOQUET (Paris) beleuchtete in seinem Vortrag den Analysis-Unterricht im Lichte der
Bestrebungen des Bourbaki-Kreises. Mit der bewussten Betonung der Strukturen lisst
diese Seite die Algebra und die Topologie stark in die Analysis hineinwachsen. Im Vortrag
von BEHNKE (Miinster) iiber die Geschichte der Anfingervorlesung zur Infinitesimal-
rechnung an den deutschen Universititen und ebenso im Beitrag von PickeRrT (Tiibingen)
iiber die Einfiihrung des Stetigkeits- und des Grenzwertbegriffs kam diese Tendenz zur
Abstraktion nochmals deutlich zum Ausdruck. Sie ist zwangsldufig verbunden mit einer
fortschreitenden Loslésung des Mathematik-Unterrichtes von den praktischen Anwen-
dungen. Dass diese Entwicklung ihre Gefahren in sich birgt, wurde in verschiedenen
Diskussionsvoten vermerkt; die Mathematik verschliesst sich ihren Nachbarwissenschaf-
ten, es werden Mathematiker fiir die Mathematik allein ausgebildet, der Formalismus
beginnt, seine Bliiten zu treiben, und was dahinter steckt, wird nur noch von wenigen
verstanden. Den Gegenpol hiezu bildeten die Vortrige von BLaNc (Lausanne), GONSETH
(Lausanne-Ziirich) und vAN DER WAERDEN (Ziirich), die sich iiber den Hochschulunter-
richt in Analysis fiir Ingenieure, Physiker und Naturwissenschafter dusserten. Die ganz
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