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Von der Gedankenlosigkeit in der Behandlung der Mathematik’)

4. Der junge Mathematiker, der sich heute einen Einblick verschaffen mochte,
was die ihm im Studium gebotene Wissenschaft zur Wahrheitsfrage zu sagen hat,
findet eine ungeheure Literatur iiber die mathematischen Gesetze der Logik, iiber
Logistik, Beweistheorie usw. Nimmt er mit Elan die Bekanntschaft verschiedener
dieser Werke auf, so sieht er sich von einer solchen Masse von Spezialititen aufgeso-
gen, dass er meist bald auf irgendeinem Sonderzweig sich moglichst wohnlich einrich-
tet, dort an einem Zweiglein laboriert und die Grundfrage unbeantwortet versinken
lasst. Sein unbefriedigtes Fragen wirkt in ihm freilich trotzdem weiter.

Es ist tief zu bedauern, dass wichtige Sachverhalte, die Aufklirung bringen, heute
in den gingigen Lehrbiichern nicht vermerkt sind. Auf einen solchen Tatbestand
wollen wir niher eingehen. Da in den hier vorgebrachten Bemerkungen keine
detaillierten Ausfithrungen beabsichtigt sind, diirfen wir uns mit dem Hinweis auf
das Grundsitzliche begniigen.

Denken wir uns ein formales System allgemeinster Art, bestehend aus endlich
vielen, festen, hinschreibbaren Zeichen. Gewisse Zeichenkombinationen seien als
axiomatische « Sitze» angenommen, aus denen mit Hilfe formal beschreibbarer Regeln,
deren Zeichen alle dem System angehéren, andere Sitze «bewiesen» werden. Jeder
auf solche Weise schon gewonnene oder noch zu gewinnende «Satz» soll formal-
richtig heissen. Wir konnen annehmen, dass jeder formal-richtige Satz entweder die
Form A oder 1 A (nicht A) hat, wobei 4 eine Folge von Zeichen des Systems bedeu-
tet, zu denen auch 7 und A (fiir «und») gehdren sollen.

Bei der Handhabung solcher Formalismen stellen sich die folgenden hauptsich-
lichsten Fragen.

Erstens die Frage der formalen Entscheidbarkeit: Lisst sich fiir jede gegebene Zei-
chenkombination A4, die nur Zeichen des Systems enthilt, durch formalen Beweis,
das heisst durch Anwenden der zugrunde gelegten formalen Regeln, entscheiden, ob
eben diese Kombination 4 oder 74 einen formal-richtigen Satz darstellt ?

Zweitens die Frage der formalen Widerspruchsfrevhest: Ist Gewdhr dafiir vorhanden,
dass niemals zwei Zeichenkombinationen 4 und 1 4 beide formal-richtige Sdtze dar-
stellen? Anders gefasst: Besteht Gewidhr dafiir, dass die Kombination 4 A1 4
niemals einen formal-richtigen Satz darstellt?

1) Erster Teil im letzten Heft (September 1961).
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Weitere Fragen, diejenigen nach der absoluten Entscheidbarkeit und nach der inhalt-
lichen Widerspruchsfreiheit, bediirfen einer naheren Erklirung. Sie beziehen sich nur
auf solche Formalismen, deren axiomatische Sitze und Regeln gemiss einer bestimm-
ten Zuordnung (Ubersetzung der Zeichen) einen in reinen Gedanken fassbaren Sinn
aufweisen. Fiir einen Formalismus ist dies an sich natiirlich nicht nétig; ein solcher
stellt, fiir sich betrachtet, ein reines Zeichen-Spiel dar. Ob und welchen Sinn er hat,
ob er in diesen oder jenen Mechanismen niitzliche Anwendungen findet, muss in
jedem Falle besonders abgeklirt werden.

Auf die Fragen, was unter einem «Gedanken», was unter der Aussage «einen ge-
danklichen Sinn haben» zu verstehen sei, treten wir vorerst nicht ein. Wir nehmen
an, dass ein verniinftiger Mensch — dessen Definition wir uns auch ersparen — wisse,
was mit jenen Worten bezeichnet wird. Fiir einen solchen stellt sich dann die gewich-
tige Frage, ob ein Satz (eine Kombination von Zeichen des Formalismus), von dem
feststehen moge, dass er formal nicht entscheidbar ist, inhaltlich — geméss dem ihm
zugeordneten gedanklichen Sinne — vielleicht doch entscheidbar ist. In diesem Falle
sagen wir, der betreffende Satz sei formal nicht entscheidbar, hingegen absolut ent-
scheidbar. Ahnlich ist die Frage zu untersuchen, ob es vorkommen kénnte, dass ein
Formalismus zwar formal widerspruchsfrei ist, aber ¢nhaltlich doch Widerspriiche
aufweist.

Von vornherein ist festzuhalten, dass es in jedem vorgelegten Formalismus nur
abzihibar viele formal-vichtige Siitze gibt, da fiir die «Beweise» nur endlich viele Zeichen
in endlich vielen Kombinationen zur Verfiigung stehen.

Dasselbe kann man freilich auch vom nicht in festen Zeichen aufgeschriebenen,
rein gedanklichen Schliessen sagen, da das «diskursive Denken» einen an eine Zeit-
dauer gebundenen Ablauf nimmt, so dass nur abzidhlbar viele Beweisfithrungen im
Bewusstsein, das dem diskursiven Denken eigen ist, auftreten kénnen.

Trotzdem besteht ein tiefgreifender Unterschied: Das inhaltliche Schliessen ist in
jeder Phase offen, das heisst stets in der Lage, neue Begriffe zu verwenden, die in
einem von vornherein gewihlten formalen System sich der formalen Darstellung in
eben diesem System entziehen. Es kann immerhin méglich sein, durch geeignete
Anderung oder Erweiterung des Formalismus den neuen Gedanken auch wiederum
zu formalisieren.

Ein gegebener Formalismus kann grundsitzlich stets als mechanisches oder elek-
tronisches Gerit technisch realisiert werden. Grundsdtzlich ist mit den heutigen tech-
nischen Mitteln auch folgendes Vorgehen moglich: Man ldsst das Gerit erstens alle
formal-richtigen Sidtze X hintereinander nach der Anzahl der verwendeten Zeichen
bilden und zweitens den Vergleich mit einer gegebenen Zeichenkombination 4 an-
stellen und drittens die Maschine automatisch zum Stop bringen, wenn Uberein-
stimmung zwischen einem erzeugten formal richtigen Satze X und 4 eintritt. Das-
selbe ldsst sich, bei festem 4, mit der Kombination 4 A T A durchfiihren. Das Gerit
mag noch so schnell laufen, das geschilderte Verfahren geniigt noch nicht, die Frage
der formalen Entscheidbarkeit und diejenige der formalen Widerspruchsfreiheit prin-
zipiell zu 16sen. Es sind damit héchstens Wahrscheinlichkeitsaussagen moglich.

Den technischen Problemen, die vorstehend kurz angedeutet sind, werden heute
da und dort intensive Studien gewidmet. Es ist selbstverstdndlich, dass damit ausser-
ordentliche, technisch-niitzliche Fortschritte erzielt werden kénnen.
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Es ist deshalb sachgemiss, wenn im mathematischen Unterricht im richtigen Zeit-
punkt auch diese Dinge ihrer grundséitzlichen Natur nach zur Behandlung kommen,
an Stelle von veraltetem Stoff, der bloss infolge des bekannten Triagheitsprinzips
noch immer mitgeschleppt wird. Im richtigen Zeitpunkt: das heisst nicht zu friih.
Verfriiht gegebene Kost kann sich namlich wie Gift mit unheilbaren Folgen auswirken.

Die historische Entwicklung gibt auch die Hinweise, was in dieser Richtung den
17jdhrigen zu zeigen ist, ndmlich Boolesche Verbinde und ihre wichtigsten Modelle in
der Mengenlehre, in der elementaren Zahlentheorie und in der formalen Logik.

Die Vermittlung einer Einsicht in das technische Funktionieren eines gegebenen
Formalismus lidsst dann erst recht aufleuchten, was es bedeutet, dass ein solcher eben
niemals eine Intustion haben kann. Bildlich, aber gewiss allgemein verstdndlich aus-
gedriickt: Ein fest gegebener Formalismus spielt sich im Finstern unter der Erd-
oberfliche ab, wihrend das — formal nicht von vornherein festgelegte — inhaltliche
Denken den offenen Himmel iiber sich hat und damit stets bereit ist, sich neu befruch-
ten zu lassen.

Der folgende Abschnitt bringt einige Bemerkungen zu den aufgeworfenen
Fragen. L. LocHER-ERNST

Uber die Verallgemeinerung eines Satzes von SIERPINSKI

1. Bei der Untersuchung der Primzahlen entstand die Frage, ob es zahlentheore-
tische Funktionen F(n) gibt, fiir die die Folge der Funktionswerte F(1), F(2), ...
(I) nur aus Primzahlen besteht, bzw.
(IT) mit der Folge der Primzahlen P = {p4, ps, ..., P, ...} (b, < P, 41) libereinstimmt.
W.H.MiLis [1]}) ist es zuerst gelungen, eine Funktion zu konstruieren, die die Eigen-

schaft (I) hat, indem er zeigte, dass es eine reelle Zahl 4 gibt mit [43"] ¢ P fiir
n=1,2,3,...%). L.Kuipgrs [2], I. NIveN [3] und A.R.ANsARI [4] verallgemeinerten
dieses Beispiel, indem sie an Stelle des Exponenten 3 allgemeiner eine Zahl ¢ betrach-
teten. Eine etwas anders gebaute Funktion mit der Eigenschaft (I) gab. E.M. WRIGHT
[5] durch den Nachweis der Existenz einer reellen Zahl «, derart, dass die durch die
Rekursionsformel «, , , = 27 bestimmten Zahlen [2%0], [2*1], ... sdmtlich Primzahlen
sind.

Eine Funktion F(n), die der schirferen Forderung (II) geniigt, konstruierte
W. SIERPINSKI [6], indem er folgenden Satz bewies:

Satz 1: Es gibt eine reelle Zahl A, so dass gilt
b= [102" 4] — 102" "7 [102" 7' 4]

fiir n=1,2,.... Dabei ist A =) p,10-%.
v=1

2. Dieses Ergebnis lésst sich fiir die Darstellung einer beliebigen unendlichen Folge
A={a,a,,...,a, ...} (a, < a,,,) natiirlicher Zahlen erweitern. Hierbei erhalten

» n’

wir auch fiir den Spezialfall A = P eine Verallgemeinerung.

1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 127.
2) Das Symbol [x] bedeutet die grésste ganze Zahl < x.
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