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102 H. Hapwicer: Die Kugel als Korper extremaler Korona

kann. Wie oft hort man die naive Frage, was es denn in der Mathematik noch Neues
zu entdecken gebe, nachdem man sich mehr als zweitausend Jahre mit den Zahlen
usf. wissenschaftlich auseinandergesetzt habe. Dass diese Frage in weiten Kreisen,
wie gesagt auch in den gebildetsten, zu treffen ist, weist deutlich auf einen Mangel
in der Gedankenfithrung im mathematischen Unterricht hin. Die Einsicht in die
Tatsache, dass die Erweiterung der Erkenntnisse auf irgendeinem Gebiete auch
wesentlich eine Erweiterung des Kreises der offenen Fragen bedeutet, scheint zu
wenig verbreitet zu sein. (Fortsetzung im ndchsten Heft) L. LoCHER-ERNST

Die Kugel als Korper extremaler Korona

Es bezeichne 4 eine beschrinkte und abgeschlossene Punktmenge des n-dimen-
sionalen euklidischen Raumes E*. Fiir ein ¢ > 0 werde

Ae={peE"|Tqed: d(p q) =0c} (1)

gesetzt, wobei 4(p, ¢q) die euklidische Distanz der beiden Punkte $ und g bedeutet.
Ae ist also die Menge derjenigen Punkte des Raumes, die von wenigstens einem
Punkt von 4 den Abstand g aufweisen. Man kann 4¢auch als Vereinigungsmenge der
Kugelflichen vom Radius g auffassen, die um Punkte von 4 als Mittelpunkte gelegt
werden koénnen. Ist g grosser als der Durchmesser D(4) von 4, so stellt A¢ eine
Punktmenge dar, die A umschliesst; wir wollen sie eine Korona von A nennen.

Wie A ist auch die Korona A¢ abgeschlossen und beschrinkt. Man kann diesen
Mengen demnach Volummasse V und Ve zuschreiben (Lebesguesche Masse). In der
vorliegenden Note wollen wir zeigen, dass die Kugel unter allen Punktmengen
gleichen Volumens das kleinst mogliche Koronavolumen aufweist. Diese Tatsache
wird durch die Ungleichung

Ve g [Q w:/n 4 'Vl/n]n _ [Q w;l‘/n _ Vl/n]n (2)

ausgedriickt, wobei w, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.
Im Falle V > Ound g > D(4) gilt in (2) das Gleichheitszeichen dann und nur dann,
wenn A eine Kugel ist.

Figur 1
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Die beiden Figuren beziehen sich auf den ebenen Fall (# = 2) und zwar zeigt
Figur 1 die Korona eines Kreisbereichs der Fliche F = m mit ¢ = 3; es ergibt sich
fir die Koronafliche F¢ = 127 = 37,699. Dagegen zeigt Figur 2 die Korona eines
reguldren Dreiecksbereiches mit der gleichen Fliche F =& und ebenso g = 3; fiir
die Koronafldche errechnet man hier F¢ = 44,310.

Wir lassen nun den kurzen Beweis unserer Behauptung (2) folgen: Zunichst fiihren
wir zwei Hilfsmengen ein, niamlich

Be—{pcEr|dqcd: dlpq <o}, 3)
CQ———-{ybEE”IVqEA: d(p,q)<9}. “4)

Hierbei ist B¢ abgeschlossen und C? offen. Ausserdem gelten offensichtlich die fol-
genden Beziehungen

CeCBe; AeUCe=Be; AenCe=4, (5)

wobei ¢ die leere Menge bedeutet.

Ist K die abgeschlossene Kugel vom Radius 1 und dem Ursprung o € E* als Mittel-
punkt und bezeichnet K den offenen Kern von K, so gelten fiir die Hilfsmengen (3)
und (4) die Darstellungen

B?=gK+4; Ce=(@K-4)*, (6)
wobei g die Dilatation von o aus, die Mengenverkniipfungen + und -- die Minkows-

kische Addition und Subtraktion bedeuten und * schliesslich den Ubergang zu der
beziiglich o spiegelsymmetrischen Menge anzeigt!). Nach (5) ergibt sich

Ve = V(4% = V(B?) — V(CY). (7)

Die auf der rechten Seite auftretenden Volummasse kénnen nach dem Brunn-Min-
kowskischen Satz und dem Spiegeltheorem von ERHARD SCHMIDT passend geschitzt
werden, indem im Hinblick auf die Darstellungen (6) auf

V(Be)ln z o V(K)'™ + V(A) (®)
V(Co)n < o V(K™ — V(A)Yn 9)

geschlossen werden kann?). Verwendet man diese Ungleichungen in (7), so resultiert
mit der Bemerkung V(K) = V(K) = o, direkt die Behauptung (2). Soll dort Gleich-
heit bestehen, so muss das niamliche fiir die Ungleichungen (8) und (9) gelten, was
unter den genannten Bedingungen ¥V > 0 und ¢ > D genau dann zutrifft, wenn 4
eine Kugel ist. Damit ist der Beweis beendet. H. HADWIGER (Bern)

Ungeloste Probleme

Nr. 40. Welches ist die kleinste natiirliche Zahl m der Eigenschaft, dass es noch
eine Uberdeckung der Ebene durch » Punktmengen so gibt, dass keine der m Mengen
ein Punktepaar der Distanz 1 enthilt?

1) Vgl. H. HADWIGER, Vorlesungen iiber Inhalt, Oberfliche und Isoperimetrie, Springer Verlag 1957;

Seite 142.
%) Vgl. die in 1) zitierten Vorlesungen, Seite 159.



	Die Kugel als Körper extremaler Korona

