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Eine einfache Losung des Normalenproblems
der Fliche zweiter Ordnung

1. Die Aufgabe, die Normalen aus einem Punkt P(x, |y, |2, auf eine Fliche
2. Ordnung @
x2 y2 Z2
@ttt (1)
zu fillen, ist schon mehrmals in der Literatur behandelt worden [1]!), vorerst soll mit
Hilfe einer bekannten analytischen Betrachtung [2, 3] ein Ergebnis vorweggenommen
werden, das dann in den Absdtzen 2 bis 4 mit einfachen Mitteln der projektiven
Geometrie der Ebene erklart werden wird.
Sucht man die Polarebenen von P beziiglich aller mit @ konfokalen Flichen

22 y2 22
7+ g T a7 =1 (Parameter 1), (2)

so bilden diese Ebenen

PEN
a? — A

Y Yo

z 2,
a7+ 1 (Parameter A) (3)

2 — A

+

eine Torse 7; und zwar eine Torse 3. Klasse, weil fiir einen gegebenen Punkt
Py(%, | ¥4 | 7, 1. a. 3 Werte A existieren, die (3) erfiillen. Die Gratlinie von 7 ist die
sogenannte BOKLENsche Parabel 3. Ordnung [4], sie hat alle Ebenen (3) zu Schmieg-
ebenen, insbesondere die Ebenen des Hauptpoltetraeders von @ und die Polarebene
von P beziiglich ®.

Die Pole einer festen Ebene &

beziiglich aller Flichen (2) liegen auf einer Geraden e

a®— 1 bt — A 2 — 2
a5 1=Yega—g =Z 3 (Parameter 4) , (4)

§=xo

die normal auf ¢ steht. ¢ nennt man nach REYE [5] «Achse» von ¢ beziiglich aller
Flichen (2). Allen Ebenen des Raumes entspricht vermoge der eineindeutigen Zu-
ordnung ¢ <—> ¢ der «Achsenkomplex» [5] der Schar (2). Es sei erwihnt, dass die in
einer beliebigen Ebene liegenden Komplexstrahlen eine Parabel umhiillen und dass
die durch einen beliebigen Punkt gehenden Komplexstrahlen einen gleichseitigen
Kegel 2. Ordnung bilden.

Der Achsenkomplex enthdlt die Normalenkongruenz jeder Einzelfliche der
Schar (2). Eine gemeinsame Tangentialebene von T und @ hat als Achse eine aus P
an @ legbare Normale; aus P gehen also 6 Normalen an 9.

1) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Schluss der Arbeit.
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Die Polarisation aller Ebenen (3) an @ (1) liefert eine Kurve a:

2 2 ]
5:7;‘_:__._%, n_b—l;:y-"_, Cz-c-f—_f!i—(Parameterl), (5)

die schon von CHASLES [6] beniitzt wurde. (5) in die Gleichung einer beliebigen Ebene
eingesetzt, ergibt i. a. 3 Werte 4; « ist daher von 3. Ordnung. « geht durch die Ecken
des Hauptpoltetraeders von @ und durch P. Die 6 Schnittpunkte von « mit @ sind
nun die Fusspunkte der aus P auf @ fillbaren Normalen. « trigt weiters die Fuss-
punkte der aus P auf alle Flichen

x* y? 7~
i T 5o T poa — | (Parameter £) (6)

fallbaren Lote, weil £ nur auf den freien Parameter A in (5) Einfluss hat. Die Normalen
aus P auf (6) bilden iibrigens einen Kegel 2. Ordnung.
Die Normalprojektion &’ von « auf z = 0 ist eine gleichseitige Hyperbel

2 bz
£ = —;;:”ﬁi , = 7,?% , & =0 (Parameter 4) . (7)
Analoges gilt fiir die Projektionen «” und «” in die Ebenen x = 0 bzw. y = 0. Diese
Hyperbeln, die ja « bestimmen, ohne Heranziehung der projektiven Geometrie des
Raumes zu erklidren, ist Gegenstand dieser Arbeit.

2. Obwohl allgemein bekannt, sei doch kurz die Aufgabe behandelt, in der Ebene
die Normalen aus einem Punkt P auf eine Kurve 2. Ordnung ¢ zu fillen (Figur 1):

Jede Gerade g durch P hat beziiglich ¢ einen Pol G (der auf der Polaren $ von
P beziiglich ¢ liegt); das Lot g aus G auf g umbhiillt eine (nach CHASLES benannte)
Parabel y [7], wenn sich g um P dreht. Bezeichnet man nimlich die Fernpunkte
von g und g mit G,| bzw. G,, die Ferngerade der Ebene mit %, so ist

P@..,abun=? uG,.. A4,B, U,N)~x)u(G,...,4,B,U,N,),

weiters
P, ...,a,0,u,n)x p(G,..., A4, B,U,N),
also

#(G,...,A,BLU N xu(G,,...,A,B,U,N,).

Die projektiven Punktreihen auf p und « erzeugen also eine Parabel y. Da N, der
Fernpunkt von p ist, beriihrt y die Gerade p in N. Den aus P auf ¢ méglichen Loten #;
entsprechen gemeinsame Tangenten von ¢ und y. Es ist also 7 =1, ... 4, doch ist in
Figur 1 nur das reelle Lot », eingezeichnet.

Polarisiert man y an ¢ (sucht man also die Pole aller g), so entsteht die bekannte
(gleichseitige) Apollonische Hyperbel «3), diese geht durch die Pole von 4 und g, also
die Fernpunkte der Achsen vonyc, und durch den Pol von u, das ist M. y bertihrt p
in N, daher beriihrt « im Punkte P die Gerade ».

3) «x » bedeutet projektive, «X » perspektive Verwandtschaft zwischen Grundgebilden 1. Stufe.
%) Buch 5, § 58-63.
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Figur 3

Durch die 5 Bestimmungsstiicke [M, B, A, P + n] ist o bestimmt. Wegen der po-
laren Verwandtschaft von o mit y sind die Schnittpunkte von « mit ¢ die Fusspunkte der
aus P an c legbaren Lote.

3. Figur 2 zeigt die Kurven 2. Ordnung ¢, und c,, die den gemeinsamen Mittelpunkt
M als Ahnlichkeitszentrum haben.
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Ein Punkt P hat beziiglich ¢, und ¢, zwei Polaren $; und p,, die parallel sind, weil
die zu [PM] konjugierten Durchmesser (in bezug auf die beiden Kurven) identisch
sind. Die Normalen %, und », aus P auf $; und p, sind daher ebenfalls identisch.
Damit ist gezeigt, dass die zu P gehorigen Apollonischen Hyperbeln identisch sind,
weil die in Nr. 2 aufgezdhlten 5 Bestimmungsstiicke dieselben sind.

Auch alle weiteren, aus c, durch zentrische Ahnlichkeit mit dem Zentrum M hervor-
gegangenen Kurven cq, ¢4 ...%) haben dieselbe zu P gehorige Apollonische Hyperbel o.

4. Die in Nr. 1 gestellte Aufgabe ist nun leicht zu erledigen. Man stelle die gegebene
Flache 2. Ordnung @ in zugeordneten Normalrissen (Grund- und Aufriss) so dar, dass
2 Symmetrieebenen der Fliche parallel zu den Bildebenen 7z; und , liegen. In
Figur 3 ist @ als einschaliges Hyperboloid angenommen.

Denkt man sich @ durch Ebenen parallel zu &; geschnitten und die Schnittkurven
auf 7, projiziert, so entsteht ein Kurvenbiischel wie in Nr. 3.

Fiir ein gesuchtes Lot #, ist notwendig, dass sein Grundriss #,” auf den Grundriss
der 1. Hauptgeraden A, der Tangentialebene des Lotfusspunktes N; normal steht.
Die 1. Hauptgeraden der Tangentialebenen von @ sind Tangenten der soeben ein-
gefithrten Schnittkurven. Die Apollonische Hyperbel o' von P’ beziiglich des 1. schein-
baren Umrisses u;” von @ ist daher ein Ort fiir N/'.

Auch im Aufriss entsteht eine Apollonische Hyperbel o” als Ort fiir N,”.

Die Fernpunkte der Hauptachsen von @ sollen A4,, B, und C, heissen. Die
beiden hyperbolischen Zylinder [C, '] und [4, «"] haben als Schnittgebilde ausser
der Ferngeraden [C, 4,] noch jene von CHASLES [6] beniitzte Kurve 3. Ord-
nung o. Die 6 Schnittpunkte (x @) sind also die Fusspunkte N, der gesuchten
Lote n,.

Zur Konstruktion reeller N; wird man den projizierenden Zylinder [C, «'] mit @
schneiden und den Aufriss dieser Kurve 4. Ordnung mit «” zum Schnitt bringen. In
Figur 3 sind nur 2 reelle N, eingezeichnet.

Aus Nr. 3 folgt iiberdies, dass alle aus @ durch zentrische Ahnlichkeit mit dem Zen-
trum M hervorgegangenen Flichen dieselbe zu P gehorige Ortskurve o fiir die Lotfuss-
punkie haben.

Es soll spateren Arbeiten vorbehalten sein, zu untersuchen, ob obiger Satz Analoga
im Euklidischen Raum hoéherer Dimension hat. Durch giinstige Abbildungsverfahren
des n-dimensionalen Raumes wird es dann méglich sein, auch das Normalenproblem
fiir Hyperflichen 2. Ordnung (der Dimension » — 1) iibersichtlich zu l6sen.

H. DirNBOCK, Graz
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4) Diese Kurven bilden ein «Beriihrungsbiischel» mit den Fernpunkten von ¢, als Grundpunkten und
den Asymptoten von ¢, als Grundtangenten.
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