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Neuere Ergebnisse in der diskreten Geometrie

Die Benennung «diskrete Geometrie» wird als Bezeichnung desjenigen Gebietes der
Geometrie benützt, dessen Gegenstand aus diskreten Elementen bestehende
Mannigfaltigkeiten bilden. Dieses Gebiet umfasst unter anderem die Theorie der
diskontinuierlichen Bewegungsgruppen, der regelmässigen Raumzerlegungen und der Punktgitter

und weist daher enge Beziehungen mit der Gruppentheorie, Zahlentheorie,
Algebra, Funktionentheorie und anderen Gebieten der Mathematik auf. In neuerer
Zeit treten aber in der diskreten Geometrie verschiedene Lagerungs-, Überdeckungs-
und andere Extremalprobleme in Vordergrund, die oft von der Industrie oder von den
Naturwissenschaften gestellt werden.

Eine zusammenfassende Darstellung dieses verhältnismässig neueren Problemkreises

findet sich in meinem Buch Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und im
Raum [17]. In diesem Aufsatz1) möchte ich über einige neuere einschlägige Ergebnisse
berichten.

Ich beginne mit einigen Lagerungsproblemen in der euklidischen Ebene.

In einem mit Molnär gemeinsam geschriebenen Aufsatz haben wir die Überdek-

kung und Unterdeckung durch inkongruente Kreise untersucht. Stellen wir uns vor,
dass wir über einen unerschöpflichen Vorrat von Kreisen verfügen, deren Halbmesser
in einem fest vorgegebenen Intervall (r, R) liegen. Wie müssen die Kreise gewählt und
angeordnet werden, um die Ebene möglichst dicht unterzudecken (das heisst auszufüllen)

bzw. möglichst dünn überzudecken

Wir haben für die Unterdeckungsdichte eine obere und für die Überdeckungsdichte

eine untere Schranke s(q) bzw. S(q) (q r/R) angegeben. Wir betrachten
drei Kreise und variieren sie unter den Bedingungen, dass ihre Radien im Intervall
(r, R) bleiben, dass sie nicht übereinandergreifen, dass wenigstens ein Kreis die

beiden anderen berührt und dass endlich kein Kreis die gegenüberliegende Seite

des durch die Kreismittelpunkte bestimmten Dreiecks A trifft. Dann ist s{q) die

grösstmögliche Kreisdichte in A. In analoger Weise ist S(q) die kleinstmögliche
Dichte von drei Kreisen bezüglich A, deren Halbmesser > r und < R ausfallen

und die einen gemeinsamen Randpunkt, aber keinen gemeinsamen inneren Punkt
aufweisen.

*) Diesem Aufsatz liegt ein Vortrag zugrunde, den der Verfasser am 9. Oktober 1959 an der Geometrie-

Tagung in Oberwolfach gehalten hat.
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Nach sorgfältigen numerischen Rechnungen scheint s(q) mit folgender Grösse
übereinzustimmen: die Dichte von drei einander gegenseitig berührenden Kreisen vom
Halbmesser r, r, R in dem von den Kreismittelpunkten bestimmten Dreieck. Der
exakte Beweis ist mit erheblichen rechentechnischen Schwierigkeiten verbunden, die
aber Florian [4] grösstenteils schon beseitigt hat.

Die Schranke S(q) lässt sich praktisch mit folgender Grösse identifizieren: Man
betrachte drei Kreise vom Radius r, R, R in einer symmetrischen Lage, die einander
in einem Punkt schneiden. Diese Kreisanordnung hat noch einen Freiheitsgrad. Man
nehme das Minimum der Dichte dieser Kreise im Dreieck ihrer Mittelpunkte.
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Figur 2

Schranken von entgegengesetzter Richtung hat, durch Konstruktion günstiger
Kreisanordnungen, Molnär angegeben. Die oberen und unteren Schranken hegen,
besonders für gewisse Werte von q r/R, sehr nahe beieinander und stimmen sogar
bei der Überdeckung für q 0,5 und q 0,25 praktisch tiberein, womit gemeint
wird, dass ihre Differenz < 10~5 ausfällt (Figuren 1 und 2).
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Eine Anordnung von kongruenten Kreisen, wobei jeder Punkt der Ebene zu höchstens

bzw. wenigstens k Kreisen gehört, wird eine Mache Kreisunterdeckung bzw.
eine Mache Kreisüberdeckung genannt. Dabei sind die Kreise im ersten Fall als

offene, im zweiten als abgeschlossene Scheiben zu betrachten. Gesucht wird die
maximale Dichte dk einer Machen Kreisunterdeckung, sowie die minimale Dichte Dk
einer Machen Kreisüberdeckung, piese Probleme scheinen schon für k 2 äusserst
schwierig zu sein. Jedoch gelang es Heppes [1] bzw. Danzer an je einem geistreichen
Beispiel zu zeigen, dass d2 > 2 dx und D2 < 2 Dx ausfällt. Für gitterförmige
Kreisanordnungen wurden diese Probleme von Prachar, Few, Blundon undHEPPES [2]
in Angriff genommen, aber abschliessende Ergebnisse sind auch in dieser Richtung
nicht zu erwarten.

Wir wollen in einem vorgegebenen abgeschlossenen Gebiet vom Flächeninhalt F
n Punkte so verteilen, dass die Länge des sie verbindenden kürzesten Streckenzuges
den grösstmöglichen Wert Ln erreicht. Ich habe vor 20 Jahren die Vermutung
ausgesprochen [1], dass

lim^=-^
»-oon P

ausfällt, was bedeuten würde, dass bei einer grossen Punktanzahl die Punkte ein

gleichseitiges Dreiecksgitter bilden müssen.
Für ein Einheitsquadrat hat Few - als Verschärfung einer Ungleichung von Ver-

blunsky - die Abschätzung Ln < V2n + -j angegeben. Wir haben mit Erdös in

einem gemeinsamen Aufsatz versucht, die obige, noch immer unbewiesene Vermutung
von einer anderen Richtung anzugreifen. Verbinden wir jeden Punkt mit dem nächsten,

bilden die totale Länge der entstehenden n Strecken (von denen gewisse
zusammenfallen können) und betrachten wir das Maximum Sn dieser totalen Länge, wenn
die Punkte im Gebiet frei variieren. Wir haben gezeigt, dass

hm — -=.n i/3

Die folgenden Probleme entsprangen aus der Betrachtung einer Figur des berühmten

Buches von Thompson, die einen Schnitt des parenchymatischen Gewebes des

Maisstengels darstellt (Figur 3). Hier füllen die Zellen nicht den ganzen zur Verfügung
stehenden Raum aus, und es entsteht die Frage, welche Gestalt und Anordnung die

Zellen unter der Wirkung des gegenseitigen Druckes und der Elastizität der Zellenwände

annehmen. Da die Zellen in der Achsenrichtung stark verlängert sind, reduziert
sich die ganze Fragestellung auf ein ebenes Problem.

Es sei in ein vorgegebenes Gebiet eine grosse, aber fest vorgegebene Anzahl von
konvexen Scheiben eingelagert. Es lässt sich dann fragen: 1. Bei welcher Gestalt und

Anordnung wird der Gesamtinhalt der Scheiben maximal, wenn die Scheiben einen

gleichen, vorgegebenen Umfang haben 2. Bei welcher Gestalt und Anordnung wird der

Gesamtumfang der Scheiben minimal, wenn die Scheiben einen gleichen, vorgegebenen

Inhalt haben
Diese Probleme, die als die isoperimetrischen Grundprobleme für 2-dimensionale

Zellenaggregate angesehen werden können, wurden von mir [2], bzw. von Heppes

und mir gelöst. Die Extremalfigur entsteht in beiden Fällen, wenn man die Ecken
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eines hexagonalen Mosaiks {6,3} durch kongruente Kreisbögen abrundet. Bemerkenswert

ist dabei, dass die Kongruenz der Scheiben, sowie ihre reguläre Gestalt und
Anordnung automatische Folgerungen einer einzigen Extremalbedingung sind.

^ > m

> m >

< > m

» < E*

Figur 3

Wenn wir etwa sagen, dass die Bienen ihre Waben unter gewissen Bedingungen am
wirtschaftlichsten bauen, so denken wir stillschweigend immer an Waben von sehr
dünner Wanddicke. Ich habe es versucht, in einem derartigen Problem auch die
Wanddicke in Betracht zu ziehen [3]. Wir wollen ein zusammenhängendes Gebiet,
das durch wenigstens zwei geschlossene Kurven begrenzt ist, ein Wandsystem nennen
(Figur 4). Der kleinste Abstand zwischen zwei begrenzenden Kurven sei Wanddicke

Figur 4

genannt. Wir wollen in ein gegebenes Gebiet ein Wandsystem von vorgegebener Dicke
so einbauen, dass es eine möglichst grosse Zahl von konvexen Zellen von vorgegebenem
Inhalt enthält. Ich habe gezeigt, dass für grosse Gebiete die Lösung durch das reguläre
hexagonale Wandsystem (Figur 5) geliefert wird. Dies folgt aus folgendem Satz: Liegt
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in einem konvexen Sechseck vom Inhalt H ein Wandsystem von der Dicke 2 d, das

n konvexe Zellen vom Inhalt ^ h enthält, so gilt

]/H-]/T2d
yh + j/12 d

Lenz [1, 2] hat wertvolle Teilergebnisse im folgenden schwierigen Problem erzielt:
Es sei eine abgeschlossene ebene Punktmenge M und eine natürliche Zahl k
vorgegeben. Gesucht wird die kleinste Zahl d dk(M) von der Eigenschaft, dass sich M
durch k Punktmengen vom Durchmesser fg d überdecken lässt.

Figur 5

Ausser kleinen Werten von k betrachtet Lenz auch das asymptotische Verhalten

von dk(M) für grosse Werte von k. Das Beispiel des Sechseckmosaiks zeigt, dass für
eine Punktmenge M vom Jordanschen Mass | M \

lim ik dk(M) < |/^i < 1,241 / | Af

ausfällt. Andererseits gilt nach Lenz:

lim/*_»(__)> U9/|Af|-
k—»-OO

Lassen wir jetzt einige Zeilen von einem Aufsatz von Steinhaus folgen: Diverses

questions, par exemple celles des types en anthropologie, ou bien d'autres, d'ordre

pratique, comme celles de la normalisation des objets industriels, exigent pour leur

Solution la d&ermination de n repr&entants fictifs d'une nombreuse population,
choisis de maniere ä rMuire autant que possible les 6carts entre les <_16ments de la

population et ceux de l'öchantillons, l'ecart <_tant mesurä entre tout <ä&nent r<_el et

Moment fictif qui lui est le plus proche.
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Diese Erwägungen führten Steinhaus zu folgendem Problem: Zu einem
vorgegebenen (nicht notwendig homogenen) Körper n Punkte Px, Pn so anzugeben,
dass die Summe Tx -f • • • + Tn den klemstmoghchen Wert erreicht, wobei T{ das auf
P( bezogene Trägheitsmoment desjenigen Teilkörpers bedeutet, dessen Punkte einen
kleineren Abstand von P{ als von einem anderen Punkt P1 haben.

Ich habe das asymptotische Verhalten der Lösung für grosse Werte von n im
2-dimensionalen Fall untersucht [4]. Es stellte sich heraus, dass die Teilscheiben
angenähert reguläre Sechsecke von gleichem Trägheitsmoment sein müssen. Dies
kommt im folgenden Satz zum Ausdruck: Wir zerlegen eine konvexe Scheibe S von
der Dichte f(x, y) in n Teilscheiben Sx, ,Sn, bezeichnen das Trägheitsmoment von
S{ in bezug auf seinen Schwerpunkt mit T(S{) und betrachten das Minimum Mn der
Summe T(SX) + ••• + T(Sn), erstreckt über alle möglichen Zerlegungen. Dann gilt

lim n M„
5 ]/3

________ ffit(*>y) dx dy

Mein Mitarbeiter Molnär versuchte eine extremale Zerlegung in «angenähert»
reguläre Sechsecke von verschiedener Grösse an einer Zeichnung zu veranschaulichen
(Figur 6). Diese Figur entspricht dem Fall, wo die Dichte der Scheibe, und damit

Figur 6

die Anzahldichte der Sechsecke, radial abnimmt. Es stellte sich dabei heraus, dass es

überhaupt nicht einfach ist, von den kleinen mittleren Sechsecken so durch einen
stetigen Übergang zu den grösseren, peripheren zu gelangen, dass die Irregularität der
Sechsecke wenigstens nicht ins Auge fallen soll. Es ist daher vorstellbar, dass sich
dieser Übergang in kleinen Sprüngen, durch Brechungslinien vollzieht, so dass innerhalb

der kleinen, von den Brechungslinien begrenzten Teilen noch eine grosse Anzahl
von «fast» kongruenten Sechsecken hegt. Einstweilen verfügen wir aber über keine
Methoden, die in die Feinstruktur der extremalen Zerlegung eine so tiefe Einsicht
gewährleisten würde.

Die folgenden Resultate beziehen sich auf die Kugel. Wenden wir uns zunächst
dem Problem der dichtesten sphärischen Kreisunterdeckung und der dünnsten
sphärischen Kreisüberdeckung zul Wir wollen also die Kugel mit einer vorgegebenen
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Anzahl n von möglichst großen kongruenten Kreisen unterdecken bzw. mit n
möglichst kleinen kongruenten Kreisen überdecken. Diese Probleme scheinen
von biologischem Interesse zu sein. Der holländische Biologe Tammes versuchte
nämlich, die eigenartige Verteilung der Austrittstellen an den Pollenkörnern
gewisser Blumen durch die Voraussetzung zu erklären, dass die Austrittstellen die
MittelpunktVerteilung einer dichtesten Kreisunterdeckung zu realisieren trachten.
Andererseits kann man aber auch von der Hypothese ausgehen, dass die Verteilung
der Austrittstellen durch das Prinzip der dünnsten Kreisüberdeckung bedingt wird.
Es ist namhch anzunehmen, dass, nachdem der Pollen an der Narbe anhaftet, die
Befruchtung nur dann zustande kommt, wenn der Abstand zwischen dem Haftungspunkt

und der nächsten Austrittstelle nicht eine gewisse Grösse r überschreitet.
Schlägt man um die Austrittstellen mit dem Radius r Kreise, so ist die Wahrscheinlichkeit

der Befruchtung mit dem Inhalt des überdeckten Teiles proportional. Bei
welcher Verteilung erreicht dieser Inhalt den grösstmöglichen Wert Dieses Problem
ist nur für in einem gewissen Intervall hegende Werte von r interessant und geht in
den beiden extremen Fällen in das Problem der dichtesten Kreisunterdeckung und
der dünnsten Kreisüberdeckung über.

In dem erwähnten Buch habe ich eine Abschätzung angegeben, aus der die Lösung
dieses allgemeinen Problems für die Punktanzahl n 3, 4, 6 und 12 folgt: die extre-
male Punktverteilung ist durch die Ecken eines regelmässigen Dreiecks, Tetraeders,
Oktaeders und Ikosaeders gegeben. Das Problem der dichtesten Kreisunterdeckung
wurde für n 5 schon durch Tammes und für n 7, 8 und 9 durch Schütte und
van der Waerden (1951) gelöst. Ein neueres Ergebnis in dieser Richtung hat
Danzer erreicht, der die Lösung für n 11 fand: die extremale Verteilung von
11 Punkten entsteht, wenn von den 12 Ecken eines Ikosaeders eine herausgehoben
wird. Es wäre schön, durch Erledigung des Falles n 10 die Lösungen für n «g 12

zu vervollständigen.
In den irregulären Fällen wurde das Problem der dünnsten sphärischen Kreisüberdeckung

von Schütte in Angriff genommen und für n 5 und 7 gelöst. Es stellte
sich heraus, dass die beste Punktverteilung in diesen Fällen (ebenso wie im Fall
n 6) durch die Ecken einer Doppelpyramide dargestellt wird. Es ist dabei
bemerkenswert, dass die Lösungen der beiden betrachteten Probleme für n 7 grundverschieden

sind. Welche Verteilung wird durch die Natur realisiert Es wäre interessant,
diese Frage durch eine grosse Anzahl von sorgfältigen Beobachtungen und Messungen
zu entscheiden.

Neulich habe ich das Problem untersucht [5], wie man auf der Kugel n Punkte
verteilen muss, dass die gegenseitige sphärische Abstandssumme der Punkte möglichst
gross ausfällt. Ich habe die Lösungen für » ^ 6 angegeben und für behebige Werte
von n Abschätzungen und Vermutungen aufgestellt. Kürzlich hat Sperling (Student
in Frankfurt am Main) meine Vermutung bestätigt, dass für gerades n die beste

Verteilung von zentralsymmetrischen und nur solchen Punktsystemen geliefert wird.
Für ungerade Werte von n > 6 ist die Lösung noch nicht bekannt. Vermutlich
besteht hier das extremale Punktsystem aus einem, eventuell leeren, zentralsymmetrischen

Teilsystem, während die übrigen Punkte so auf einem Grosskreis verteilt
sind, dass die von einem Punkt bestimmten beiden offenen Halbkreise eine gleiche
Anzahl von Punkten enthalten.
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Figur 7 a

Figur 7b Figur 7 c

Legen wir auf die Kugel n > 2 Grosskreise! Es entsteht ein Netz. Gesucht wird
diejenige Verteilung der Grosskreise, bei der dieses Netz möglichst fein ausfällt, in dem
Sinne, dass seine grosste Kante maximal wird. Da ein jeder Grosskreis von den übrigen

in höchstens 2 (n — 1) Teilbögen zerlegt wird, gibt es auf jedem Grosskreis einen

Teilbogen von der Länge 2_ 2 7t1(2 n — 2). Folglich ist die Länge der grossten Kante
/ ^ tzl(n — 1). Ich habe bemerkt [6], dass in dieser Ungleichung Gleichheit für und
nur für das sphärische Netz der sogenannten quasiregulären Körper gilt. Diese Körper
sind durch die Kantenmittelpunkte der platonischen Körper bestimmt. Ihre Netze
bestehen aus n 3, 4 bzw. 6 Grosskreisen (Figur 7).

Figur 8

Wie gross ist der Wert von lim n l und wie lässt sich das asymptotische Verhalten
tt-* oo

des extremalen Netzes für grosse Werte von n kennzeichnen Weiterhin kann statt
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der Kugel die Euklidische Ebene in Betracht gezogen werden, wobei die Anzahl der
Grosskreise durch die Geradendichte zu ersetzen ist. Bestimmt dann das extremale
Geradennetz ein halbreguläres euklidisches Mosaik (Figur 8), das die Natur im Kieselskelett

der Aredia vulgaris in so erstaunlicher Vollkommenheit realisiert All diese

Fragen scheinen recht schwierig zu sein.
Mit sphärischen Lagerungsproblemen hängen verschiedene Polyeder betreffende

Extremalprobleme zusammen. Ich habe gezeigt, dass das Volumen V eines konvexen
Polyeders vom Inkugelradius r der Ungleichung

k 71f / 2 nf x 2 ne>
3

• n! U 2 nf j. 2 ne -i\

Genüge leistet, wo e, f und k die Ecken-, Flächen- und Kantenzahl bedeuten. Gleichheit

gilt nur im Fall der platonischen Körper. Nun hat Florian [1] die analoge, aber
viel schwerere Ungleichung

bewiesen, wobei R den Umkugelradius bedeutet und in der Gleichheit ebenfalls nur
für die regulären Polyeder in Kraft tritt.

Aus den beiden Ungleichungen folgt die weitere nette Ungleichung

R *^ 71 71

-_.tg?tgT,
wo p 2 k\f und q 2 k\e die mittlere Kantenzahl der Flächen und Ecken bedeutet.

Die erwähnte Volumenabschätzung nach unten folgt aus einer allgemeineren
Ungleichung, die es gestattet, eine analoge Abschätzungsformel auch im elliptischen
und hyperbolischen Raum aufzustellen. Diese Ungleichung (Fejes T6th [7]) lautet
folgendermassen:

xf/2k

2k t \ ,- ™« y I i- l/ö^-sin**
V >_— / \yxr —aretgl tgVxr- )\dx

~V** \ y^-sin^x S\S}/ cos* /f
wo °

nf ne
co=sm^/cos^

ist und k die Raumkrümmung bedeutet.
Hier sei noch auf einige von Florian [2, 3] bzw. mir [8, 9] herrührende analoge

Ungleichungen für Flächeninhalt und Kantenkrümmung, auf verschiedene

Verallgemeinerungen auf Sternpolyeder, sowie auf einige Extremaleigenschaften der regulären

Polytope hingewiesen. Diese Untersuchungen können aber noch nicht als
abgeschlossen angesehen werden.

Wir schhessen unseren Bericht über Polyeder mit einem schönen Satz von Besico-
vitsch und Eggleston, nach dem unter sämtlichen konvexen Polyedern, die eine
feste Kugel enthalten, der umbeschriebene Würfel die kleinstmögliche Kantenlangensumme

aufweist. Dies wurde vorher von mir als Vermutung ausgesprochen. Ein
interessantes, bisher noch ungelöstes Problem entsteht, wenn man sich auf Dreieckspolyeder

beschränkt. Dann wird nämlich die kleinstmögliche Kantenlangensumme
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vermutlich von zwei regulären Körpern, und zwar vom Tetraeder und Oktaeder,
erreicht.

Mehrere neuere Abhandlungen sind dem Problem der dichtesten Kugelunterdeckung

und dünnsten Kugelüberdeckung gewidmet (Bambah [1, 2, 3], Bambah und
Davenport, Chabauty [1, 2], Coxeter, Davenport [1, 2], Erdös und Rogers,
Fejes Toth [14,15], Rankin, Rogers, Watson). Wir legen unseren Betrachtungen
einen ^-dimensionalen Raum konstanter Krümmung zugrunde und schlagen um die
Ecken eines regulären Simplexes von der Kantenlänge 2 r bzw. vom Umkugelradius r
Kugeln vom Radius r. Bezeichnen wir die Dichte der Kugeln im Simplex mit d(r)
bzw. D(r), so hegt die Vermutung nahe, dass d(r) eine obere Schranke sämtlicher
Kugelunterdeckungen und D(r) eine untere Schranke sämthcher Kugelüberdeckungen
von Kugeln vom Radius r darstellt. Diese Vermutung habe ich im 2-dimensionalen
Fall bewiesen [10, 11] (und im allgemeinen Fall durch einen Beweisansatz unterstützt

[14]). Hieraus folgt, dass die Flächeninkreise und Flächenumkreise der
regulären Dreikantmosaike je eine dichteste Kreisunterdeckung bzw. dünnste Kreisüberdeckung

bilden. Es lässt sich ferner zeigen, dass in der hyperbolischen Ebene d(r) und

D(r) monoton zu- bzw. abnehmen und für r -> oo den Grenzwerten 3/jr bzw. l/l2/jr
zustreben. Folglich ist in der hyperbolischen Ebene die Kreisunterdeckungsdichte
stets ^ 3/crc und die Kreisüberdeckungsdichte ^ J/12/tt. Es lässt sich zeigen (Fejes
Töth [12, 13]), dass Gleichheit nur für gewisse Horozyklenanordnungen, nämlich
für die Flächenkreise und Flächenumkreise des Mosaiks {oo, 3}, erreicht wird (Figur 9).

Figur 9

Auf die Bedeutung der obigen Vermutung im 3-dimensionalen sphärischen und
besonders im hyperbolischen Raum haben unabhängig von einander Coxeter und
ich [15] nachdrücklich hingewiesen. Es scheint, dass im hyperbohschen Raum die

Kugelunterdeckungsdichte stets

('+¦_¦ l
42

1 1

-52" + -72 + ¦•)"¦¦ 0,853
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und die Kugelüberdeckungsdichte

^(!--i + i-i- + ^-i + "fl= 1-280...

ausfällt und Gleichheit nur für gewisse Horosphärenanordnungen, und zwar für die
Zelleninkugeln bzw. Zellenumkugeln des Mosaiks {6, 3, 3} in Kraft tritt. Das
Verhältnis dieser Konstanten beträgt 2:3.

Für Kugelunterdeckungen im ^-dimensionalen Euklidischen Raum hat die
Richtigkeit der obigen Vermutung Rogers dargetan. Dieses Ergebnis, von dem ich erst
kürzlich Kenntnis bekam, hat mich besonders fasziniert. Es kann zweifelsohne als
einer der wichtigsten neueren Beiträge der diskreten Geometrie angesehen werden.
Für den gewöhnlichen Raum ergibt sich hieraus für die Kugelunterdeckungsdichte
die heute bekannte beste obere Schranke, nämlich

j/l8(arccos
* - j\ 0,779

Zum Schluss noch ein Kugeltarnungsproblem. Hornich hat die Frage aufgeworfen,
durch wieviele materielle Einheitskugeln sich eine materielle Einheitskugel radial
verdecken lässt, in dem Sinne, dass jede vom Mittelpunkt der zu verdeckenden Kugel
ausstrahlende Halbgerade eine Deckkugel treffen soll. Trotz des völlig elementaren
Charakters dieses Problems scheint die Lösung fast unüberwindlichen Schwierigkeiten

zu begegnen. Von den verschiedenen Untersuchungen, die aus diesem Problem

entsprangen (vgl. Fejes Töth [16]) sei folgendes, von mir angeregtes Resultat von
Grünbaum hervorgehoben: Die Mindestzahl der Einheitskugeln, durch die sich ein

Leuchtpunkt verdecken lässt, beträgt sechs. L. Fejes Töth, Budapest
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