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3. Bestimme a so, dass die Wurzeln der Gleichung
w¥—-—B+a)x*+ (2+3a)r—2a=0

eine arithmetische Reihe bilden.
p a=0; 3; 3/2.

4. Lose die Gleichung

a® — x ab ac
ba b? — x bc =0
ca cb 2 —x

p »=0; 0; a% 4+ b2+ 2

5. Das Produkt aus drei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen, deren mittlere eine Quadrat-
zahl ist, enthilt stets den Faktor 60.

Literaturiiberschau

F. und R. NEVANLINNA: Absolute Analysis

Mit 4 Abbildungen, 259 Seiten, DM 39.—. Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Bd. 102,
Springer-Verlag, Berlin 1959

Was ist absolute Analysis? Man kann bei Funktionen von mehreren reellen Variabeln
zwei Begriffe von Differenzierbarkeit unterscheiden. Existiert fiir die Funktion f der Varia-
beln x, und x, der Grenzwert

lim [ (xy + Ahy, x5 + Ahg) — (¥, #3)
A0 A

fiir alle &, und #k,, so heisst f «schwach differenzierbar» in (¥,, #,); der Grenzwert ist das
schwache Differential 0 f (x,, x,; hy, hy); fir (hy, &y) = (1, 0) bzw. (0, 1) ist es die partielle
Ableitung nach x, bzw. x,, fiir (k,, k) = (cosa, sina) ist es die Richtungsableitung. Dieser
Begriff ist so schwach, dass aus ihm weder die Stetigkeit von f an der Stelle (#,, #,) folgt,
noch die Linearitit von 0f in bezug auf %, und 4,. Die «starke Differenzierbarkeit» dage-
gen bringt die (schon bei einer Variablen so) wichtige Idee der «lokalen Linearisierbarkeit»
zum Ausdruck: es gibt eine Linearform a,%, + a,h,, so dass

(f (1 + Ry, 20 + k) — f(%1, %3)) — (@451 + aghy) fiir by, by >0

von kleinerer Grossenordnung als | &, | + | A, | ist. Auf Grund der Kettenregel ist das to-
tale Differential df = a,h, + a,h, gegeniiber Variablentransformationen invariant und die
ay, a, verhalten sich wie die kovarianten Komponenten eines Vektors. Denkt man sich da-
her das Paar (#,, #,) als die Koordinaten eines Punktes im 2dimensionalen Raum, so ist
klar, dass die Funktion f, das totale Differential df und der durch (a,, a,) bestimmte Vek-
tor geometrische Grossen sind, also von der Wahl der Koordinaten unabhidngig und so-
mit etwas «Absolutes» sind, wihrenddem in der obigen Schreibweise sowohl die Koor-
dinatenwahl als auch die Dimension zum Ausdruck kommt. Es ist auch klar, dass fiir kon-
krete (vor allem rechnerische) Aufgaben nicht nur die Dimension einen bestimmten Wert
hat, sondern auch ein bestimmtes Koordinatensystem beniitzt werden muss. Dagegen ist es
nicht nur eine Angelegenheit der Asthetik oder der Verkiirzung der Schreibweise, sondern
vor allem eine Frage letzter gedanklicher Durchdringung und Konzentration, die in der
Forderung nach einer koordinaten- und dimensionsfreien Darstellung der Analysis zum
Ausdruck kommt. Gebieterisch wurde diese Forderung infolge der wachsenden Bedeutung,
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welche die Funktionen unendlich vieler Variablen und die abstrakten linearen Rédume in
der Funktionalanalysis erlangt haben. Schon FrREcCHET hat die Anwendbarkeit der oben
erwdhnten «starken Differenzierbarkeit» in der Funktionalanalysis betont, und es wurde
dann seit Ende der zwanziger Jahre durch eine Reihe von Forschern (vor allem amerikani-
schen) eine dimensions- und koordinatenfreie, sogenannte «general» Analysis entwickelt.
Hierbei ist vor allem der unendlich-dimensionale Fall mit all seinen zusidtzlichen Schwie-
rigkeiten im Auge behalten worden, wihrenddem die klassische Infinitesimalrechnung
(endlich viele Funktionen endlich vieler Variablen) mit ihren einfacheren Methoden und
weiterfiilhrenden Resultaten bei dieser Elimination von Koordinaten und Dimensionen
weniger beachtet wurde. Dies haben die Verfasser durch das vorliegende Buch nachgeholt,
indem sie sich konsequent auf Abbildungen (Funktionen) endlichdimensionaler Vektor-
rdaume aufeinander beschriankt und somit in «general Analysis» den ersten Term durch
«absolut» ersetzt haben. Dabei ist die Darstellung so allgemein gehalten, dass es dem Leser
nicht schwerfallen wird, den allgemeinen Fall des Banachschen Raumes vielerorts mitzu-
nehmen. Nach einer kurzen Einfiithrung in die lineare Algebra folgt die Differential-, dann
die Integralrechnung und schliesslich die Anwendung auf Differentialgleichungen und
Differentialgeometrie. Das wohldurchdachte und sorgfiltig geschriebene Buch verspricht
die wiinschbare Verbreitung der in ihm vertretenen Ideen. A. PFLUGER

RoMAN SiKORsKI: Boolean Algebras

Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebicte
176 Seiten, DM 39.60. Neue Folge, Heft 25
Springer-Verlag, Berlin, Go6ttingen, Heidelberg 1960

Die Booleschen Algebren haben ihren Ursprung in der Untersuchung der Teilmengen
einer Menge M : Sind A, B solche Teilmengen, so sind es auch die Vereinigung 4 u B,
der Durchschnitt 4 n B und das Komplement — 4 von 4 in M. Zwischen den aus Ver-
einigung, Durchschnitt und Komplement gebildeten Verkniipfungen bestehen mannig-
fache Identititen, wie etwa ein kommutatives Gesetz A U B = B U A, ein distributives
Gesetz A U (BN C)= (4 u B) n (4 u C), eine Regel von DE MORGAN — (4 U B) =
— A n — B. Es zeigt sich, dass unter diesen unendlich vielen Identitiaten endlich viele so
gefunden werden koénnen, dass jede Identitidt eine Konsequenz dieser endlich vielen ist — so
wie etwa a + (b + ¢) = (¢ + a) + b aus assoziativem und kommutativem Gesetz der Addi-
tion folgt.’Eine solche endliche Gesamtheit I" von Identitdten gibt Anlass zu einem Axio-
mensystem fiir Boolesche Algebren: Eine Boolesche Algebra B ist eine (nicht leere) Ge-
samtheit von Elementen, fiir welche zweistellige Operationen « U », « N » und eine ein-
stellige Operation « — », so definiert sind, dass fiir beliebige Elemente die Identititen aus
I’ erfiillt sind — nach dem obigen gelten dann von selbst alle Identititen von Teilmengen,
und die-Gesamtheit aller Teilmengen einer Menge M ist eine Boolesche Algebra. Die Be-
griffe I'somorphie, Teilalgebra usw. lassen sich genau wie bei Gruppen oder Ringen definie-
ren. Satz: Jede endliche Boolesche Algebra ist isomorph der Algebra aller Teilmengen
einer endlichen Menge. Fiir unendliche Algebren gilt dies nicht — doch gilt allgemein der
folgende Darstellungssatz von SToNE: Jede Boolesche Algebra ist isomorph einer Teil-
algebra der-Algebra aller Teilmengen einer Menge M. Diese — und natiirlich viele weitere
— «klassischen» Sédtze der Theorie der Booleschen Algebren werden im ersten Kapitel ent-
wickelt ; das zweite Kapitel behandelt die Begriffsbildungen und Sitze, welche sich an un-
endliche Vereinigung und Durchschnitt kniipfen. Dieser Teil der Theorie — zu welchem der
Verfasser wesentliche Beitrige geliefert hat — wird hier zum ersten Mal zusammenfassend
dargestellt. Im Gegensatz etwa zur Gruppentheorie, wo unendliche Produkte ohne Stetig-
keit nicht definiert werden kénnen, kann der Begriff der unendlichen Vereinigung ganz
im Rahmen der Booleschen Algebra eingefiihrt werden. Es wird dazu zunichst die Rela-
tion des Enthaltenseins definiert: 4 c B, genau wenn 4 U B = B. (Die zu erwartenden
Eigenschaften lassen sich ohne Schwierigkeit aus den Axiomen beweisen.) Ist dann &
eine Menge von Elementen der Booleschen Algebra B, so ist V genau dann die Vereini-
gung der Elemente von &, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind: (1) Es



Literaturiiberschau 143

ist S ¢ Vfiiralle Saus & (2). Ist S ¢ V’f{iir alle S aus &, soist V¥ ¢ V’. Man zeigt leicht,
dass es zu einer Menge hochstens eine Vereinigung gibt und dass fiir endliche Mengen die-
ser neue Begriff der Vereinigung mit dem rekursiv definierten iibereinstimmt. — In einem
Anhang werden die Beziehungen zu andern Teilen der Mathematik besprochen: Masstheo-
rie, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Logik usw. — Es ist dem Verfasser ausgezeichnet gelun-
gen, den Charakter eines Ergebnisberichtes mit einer lehrbuchhaften Darstellung zu ver-
kniipfen — vom Anhang abgesehen sind alle Sitze liickenlos bewiesen. E. SPECKER
L3

R. D. CARMICHAEL:
The Theory of Numbers and Diophantine Analysis
118 Seiten, $ 1.35, Dover Publications, New York 1959

Die beiden hier zusammengebundenen Bidndchen erschienen erstmals 1914 bzw. 1915,
Sie stellen aber auch heute noch eine sehr lesenswerte Einfiihrung in die elementare Zah-
lentheorie und in die Lehre der Diophantischen Gleichungen dar. Die Darstellung ist kurz,
aber leicht verstindlich. Von besonderem Wert sind die zahlreichen Ubungen (ohne Lo-
sungen). E. TrosT

N. N. WoroBjow: Die Fibonaccischen Zahlen
47 Seiten mit 13 Figuren. Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1954

Das Biichlein enthilt zahlreiche Relationen zwischen den Fibonaccischen Zahlen, die
entweder durch vollstindige Induktion oder mittels der expliziten Darstellung durch die
Binetsche Formel gewonnen werden. Der zahlentheoretische Teil behandelt gewisse Teil-
barkeitseigenschaften sowie den Zusammenhang mit den Kettenbriichen. Zum Schluss
wird auf den Zusammenhang mit dem goldenen Schnitt hingewiesen. E. TrosT

K. KnopP: Elemente dev Funktionentheorvie
144 Seiten mit 23 Figuren. 5. Auflage. Sammlung G&schen, Band 1109. Walter de Gruyter, Berlin 1959 .

K. Knorp: Aufgabensammlung zur Funktionentheovie 11
151 Seiten. 5. Auflage. Sammlung G&schen, Band 878. Walter de Gruyter, Berlin 1959

Die Elemente der Funktionentheorie geben zunichst eine Einfiihrung in die komplexen
Zahlen und in ihre geometrische Darstellung, als Anwendung folgt ein Abschnitt iiber
Abbildungen, durch lineare Funktionen. Die eigentliche Funktionentheorie beginnt mit
einem grundlegenden Kapitel iiber Mengen, Folgen und Potenzreihen ; hieran anschliessend
werden die Haupteigenschaften der analytischen Funktionen herausgearbeitet. Eine aus-
fiihrliche Behandlung der elementaren Funktionen bildet den letzten Abschnitt des Biich-
leins, iiber dessen Bewihrung anldsslich der fiinften Auflage gewiss nichts mehr gesagt
werden muss.

Die Aufgabensammlung zur Funktionentheorie 11 schliesst sich eng an die Funktzonen-
theorie I (Sammlung Goschen, Bd. 703) desselben Verfassers an. Die Aufgaben selbst be-
anspruchen etwa ein Drittel des Bindchens, wihrend die restlichen zwei Drittel den Lo-
sungen zur Verfiigung gestellt sind. Nach einigen vorbereitenden Aufgaben zum Stoff der
Funktionentheorie I folgen Aufgaben iiber singuldre Stellen, iiber ganze und meromorphe
Funktionen und iiber periodische Funktionen, inbegriffen elliptische Funktionen. Je ein
Kapitel ist endlich der analytischen Fortsetzung, mehrdeutigen Funktionen und Riemann-
schen Flichen und der konformen Abbildung gewidmet. Nicht nur der Studxerende auch der
Aufgabensteller wird mit Gewinn zu der reichhaltigen Sammlung greifen. CHR. BLATTER
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Guipo HoHEISEL: Paytielle Differentialgleichungen
4., durchgesehene Auflage. 130 Seiten, DM 3.60. Sammlung Géschen, Bd. 1003

Guipo HOHEISEL: Gewohnliche Diffeventialgleichungen

6., neubearbeitete und erweiterte Auflage. 128 Seiten. DM 3.60
Sammlung Goéschen, Bd. 920. Verlag Walter de Gruyter & Cie., Berlin 1960

Die Partiellen Differentialgleichungen sind ein Wiederabdruck der dritten Auflage vom
Jahre 1953, die hier in den Elementen 70, S. 94 angezeigt wurden. Der Band umfasst die
Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei und » Veranderlichen, Systeme mit einer
und mehr unbekannten Funktionen und die Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit
zwei unabhéngigen Verdanderlichen.

Die Gewdhnlichen Differentialgleichungen haben gegeniiber der fiinften Auflage von
1956 (Elemente 73, S. 21) eine tiefgehende Umgestaltung erfahren. Die fiinfte Auflage
war ein fiir einen Anfinger leicht lesbares und verstiandliches Biichlein mit vielen erkla-
renden Beispielen. In der neuen sechsten Auflage werden an den Leser hohere Anforde-
rungen gestellt. An Stelle einer Funktion y = f(¥) tritt eine Vektorfunktion

y(x) = [yl(x)! ey ym(x)] .
Der Schritt von der Theorie zur Praxis ist schwieriger geworden, da nunmehr die Existenz-
theoreme im Vordergrund stehen. Die die Theorie erlduternden Beispiele sind weitgehend
in die von demselben Verfasser stammende Aufgabensammlung verwiesen worden
(G. HoHEISEL: Aufgabensammlung zu den gewdéhnlichen und partiellen Differentialglei-
chungen. Sammlung Géschen Bd. 1059). Man kann sich fragen, ob es Aufgabe der Go6-
schenbindchen sein kann, iiber eine erste Einfiihrung hinauszugehen, den Stoff auf
kleinstem Raum zu konzentrieren und iiberall grosste Allgemeinheit anzustreben. Be-
handelt werden die Differentialgleichungen 1. Ordnung F(x, y, ') = 0, die linearen Dif-
ferentialgleichungen, Randwertaufgaben und das Oszillationsproblem. Beide Bandchen
sind sehr sorgfiltig redigiert. P. BucHNER

Max JEGER: Konstruktive Abbildungsgeometrie

Ein Beitrag zur Neuorientierung des Geometrie-Unterrichts auf der Mittelschule. 80 Seiten mit 74 Figuren.
Fr. 9.80. Verlag Riabar & Cie., Luzern 1959

Es handelt sich um das erste Heft einer neuen Reihe von Einzelschriften zur Gestaltung
des mathematisch-physikalischen Unterrichtes. Um unsern Lesern das gesteckte Ziel zur
Kenntnis zu bringen, zitieren wir das Vorwort der Herausgeber M. RUEFF, M. JEGER und
R. INEICHEN:

«Das moderne mathematische Denken und die raschen Fortschritte in gewissen Ge-
bieten der mathematischen Wissenschaften sind nicht ohne Einfluss auf den Mathematik-
Unterricht an den hoheren Schulen geblieben. Die dadurch bedingte Neugestaltung des
Unterrichtes spielt sich unseres Erachtens auf zwei Ebenen ab; einerseits muss mehr und
mehr auf traditionsbelastete Teile des Unterrichtsstoffes verzichtet werden und anderer-
seits miissen im Sinne einer methodischen Neusichtung des Stoffes die Akzente neugesetzt
werden. Neben andern gleichgearteten Publikationen méchten die Hefte der vorliegenden
Schriftenreihe einige neue, fiir den Unterricht bedeutungsvolle Gesichtspunkte in leicht
fasslicher Form herausschilen und zudem durch kurze Einzeldarstellungen die eine und
andere Liicke in der Unterrichts-Literatur iiberbriicken helfen. Die Hefte sind als metho-
dische Handreichungen, gelegentlich auch als Beitrige zur Benutzung in Arbeitsgruppen
oder im Klassenunterricht gedacht. Sie erscheinen in zwangloser Folge.»

Das vorliegende Heft behandelt die axiale Symmetrie, die Translation, die Rotation,
die perspektive Ahnlichkeit und die perspektive Affinitit in der ebenen Geometrie, er-
ldutert deren wichtigste Eigenschaften und fiihrt an geeigneten Stellen einige damit ver-
bundene einfachste Gruppen vor. Fiir den Lehrer besonders wertvoll sind die 67 Aufgaben,
zu deren natiirlichen Losung eine der besprochenen Abbildungen herangezogen wird. Die
Darstellung ist sorgfiltig gefasst, die Figuren sind klar gezeichnet. Die Arbeit kann dem
Lehrer mancherlei Anregungen dazu bieten, in seinen Geometrieunterricht den Abbil-
dungsvorgang in den Vordergrund zu riicken. L. LocHER-ERNST
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