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einem Punkt p; aus vollsichtbar. Vergleiche hierzu die sich auf den ebenen Fall & = 2
beziehenden Figuren.

v,

n(-4

Eine nun naheliegende Frage ist die nach dem maximalen und minimalen Wert,
den die Zahlen n(A) fiir die verschieden gestalteten konvexen Kérper 4 annehmen.
Die in diesem Sinn extremalen Korper sind diejenigen, deren Randflichen am
schlechtesten und am besten von aussen iiberblickbar sind. Bezeichnet K eine Kugel
und P ein Parallelotop, so gilt einerseits

wK) =k +1 (a)
und andererseits

n(P) = 2%, (b)

Beide Resultate lassen sich mit einfachen elementaren Uberlegungen gewinnen. Ver-
mutlich ist nun K ein am besten und P ein am schlechtesten von aussen iiberblick-
barer Korper, das heisst, dass die Ungleichung

B+1 < n(d) <2* (c)

gilt, wo links Gleichheit fiir die Kugel und rechts fiir Parallelotope besteht. Das hier
vorliegende ungeloste Problem lautet also: Ist es zutreffend, dass fiir die kleinste Zahl
n(A) der tm Aussern eines beliebigen k-dimensionalen eigentlich konvexen Korpers A zur
vollen Uberblickung der Randfliiche von A wihlbaren Blickpunkte die Ungleichung (c)
besteht, oder gibt es Korper, die in diesem Sinne noch giinstiger bzw. noch ungiinstiger sind,
als Kugel bzw. Parallelotop ? H. HADWIGER

Kleine Mitteilungen
Umzeichnen von Perspektiven bei ungleichgeneigten Bildebenen

Es seien die Grundebene y und zwei Bildebenen =,, =, gegeben, die sich in der Grund-
linie g der Grundebene y schneiden. Weiter seien die zu m,, n; gehérigen Augen O,, O,
(keines von ihnen sei Fernpunkt von Normalen zu y) gegeben. (Figur, rechts, Ansicht in
Richtung g). Sei 4 ein beliebiger Raumpunkt, 47 sein normales Bild in y, 4,, 4 seien die
ersten, 4,, A%} die zweiten Perspektiven von 4, 4?. Seien weiter H,, H, die normalen Bil-
der von 0,, O, in n,, n, (die sogenannten Hauptpunkte der Perspektiven). Wir drehen nun



132 Kleine Mitteilungen

die Bildebene #, um g nach z; um. Die Figuren der gedrehten zweiten Perspektive be-
zeichnen wir kurz mit dem Index o. Wir drehen noch die Grundebene y um g nach z; um,
und die gedrehten Figuren der Grundebene y bezeichnen wir mit ( ). Es sei @ eine ebene
Figur in y. Was fiir ein Zusammenhang besteht zwischen den Figuren (®), @,, @,°

Die erste und die gedrehte zweite Perspektive seien in # = n, = n, durch die Hauptpunk-
te H,, H,, die Horizonte %,, &, und die Fluchtpunkte Z,, Z, der Normalen zu y gegeben.
H,, Z,und H,, Z, liegen auf den Hauptvertikalen v,, v,, %, | v,, Ay 1 vy. Die Schnittpunkte
F, = hyxv,, Fy = hyXxv, sind Fluchtpunkte der Fallgeraden von y. Leicht konstruieren
wir die Messpunkte M,, M, beider Perspektiven. Sie liegen auf den Hauptvertikalen v,, v,
und es gilt F,M, = F,0,, FoM, = F,0,. Wie bekannt, sind die Figuren (@), @, bzw. (),
@, kollinear (Zentrum M, bzw. M,, Achse g, Fluchtlinie der Kollineation %, bzw. k).
Darum gilt: Die Figuren @,, @, sind kollinear fiir die Achse g, das Paar %,, %, und das Zen-
trum C, das der Schnittpunkt F,F, und M,M, ist.

Die Schnittpunkte von 0,0, mit z,, 7, seien die Kernpunkte K,, K,. Jede Ebene durch
0,0, schneidet &, und =, in Kernstrahlen, die sich auf der Grundlinie g treffen und durch
K, und K, gehen. Bezeichnen wir mit H’, H"” die normalen Bilder von O,, O, in =,, 7,.
H'’ liegt auf v,, H" auf v,, H,H’ geht durch K,, H,H" durch K,. Seien d, = O,H,, d, =
O,H, die Distanzen von den Bildebenen =, n, (Distanzen der Perspektiven), ferner seien
d’ = O,H’, d" = O,H". Dann gilt

: d, K,H, dy K,H,
d  KH' ' d" K,H"'
Daraus kann man die Kernpunkte K,, K, in = auf H,H’, H,Hg konstruieren. Die Linien
K,Z,, KZ, und auch K,F,, K F, sind Kernstrahlen.

Jetzt kann man schon das Umzeichnen beider Perspektiven beschreiben. Die erste Per-
spektive von 4, AY sei durch 4,, A} gegeben, wobei 4,4} durch Z, geht. Um 4} zu ermit-
teln, lege man in y durch A? die Fallgerade f. Die Perspektive f, = F, 4 schneidet g in ¢,

-
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fo geht durch ¢ und F,. Die Perspektive A} ist dann auf Grund der Kollineation zwischen
?,, @, der Schnittpunkt von f, und CAY. Auch wenn man durch 4? die Ebene 0,0,4" legt
und ihre Kernstrahlen &,, %,, die sich auf g in » schneiden, verwendet, so ist in z: &, =
K,A% und A} liegt auf 2y = Kyx. Wenn wir dhnlich die Ebene 0,0,4 verwenden, so schnei-
det ihre Kerngerade in n,, 4,K,, g in « und 4, ist der Schnittpunkt von «aK, und 4}Z,.

Wihlen wir noch die erste Perspektive eines Achsenkreuzes mit zueinander normalen
Achsen. Die Achse z sei lotrecht, ihr Fluchtpunkt ist Z,. Die Achsen ¥ und y wéhlen wir
in p. Seien X, Y, ihre Fluchtpunkte auf 4, (H, ist dann das Orthozentrum vom 4 X,Y,Z,).
Zur Vereinfachung der Figur «widhlen wir den Ursprung des Achsenkreuzes in A7,
v =X A4%, y, = Y, 4}, 2, = Z,A}. », und y, schneiden g in & und . Dann ist x, = £4},
Vo = nA}, 2y = ZyA}. Die Schnittpunkte X, Y, von x, und y, mit &, sind die Fluchtpunkte
von x, y und H, ist das Orthozentrum von 4 XY Z,.

Zwei Sonderfille :

1. =n, sei zu y normal. Unsere Konstruktion gestattet das Umzeichnen zweier Per-
spektiven mit lotrechter und geneigter Bildebene.

2. @, = m, liefert das Umzeichnen nach HoHENBERG (F. HOHENBERG, El. Math. 70,
57-61 (1955)). LabpisLav Drs (Prag)

Uber die Lagerung von Punkten auf der Kugel

Auf einer Einheitskugel sollen sukzessive die Punkte P,, P,, ... gelagert werden. an
bezeichne den kleinsten aller sphirischen Abstdnde von je zwei verschiedenen der Punkte
P,, P,, ... Py. Man kann zeigen (siehe etwa T6TH [1]1)), dass fiir grosse N der Abstand
an im wesentlichen nicht grdsser als

LI
/3 VN
sein kann. Genauer ausgedriickt: Es ist

NﬁznmaNVV < 173: = 3,80.... (1)

Die rechts stehende Konstante kann durch keine kleinere ersetzt werden. Im folgenden
soll nun gezeigt werden, dass dennoch fiir unendlich viele N der Minimalabstand anx
merklich kleiner als

8xn 1

TS
sein muss. Es gilt fiir jede Punktfolge P, P,, ...

2
limaNN<———_z= 3,22..... (2)

Mit etwas mehr Aufwand liesse sich die Schranke 2/)/log 4 — 1 noch verbessern, jedoch
diirfte es nicht einfach sein, die bestmégliche in (2) zuldssige Konstante zu finden. Ein
analoges Resultat fiir den Kreis anstatt der Kugel wurde erstmals von pDE BRUIJN und
ERrDOs [2] bewiesen (vgl. auch [3], [4], [6]). Der folgende Beweis von (2) liesse sich,
dhnlich wie dies in [6] fiir »-dimensionale ebene Bereiche durchgefiihrt wurde, auf #n-dimen-
sionale Kugeln und noch allgemeinere Flichen verallgemeinern.

Beweis: Es sei angenommen, dass eine Zahl £ > 2/)/log 4 — 1 existiert, so dass von
einem gewissen N an stets

a,n>k (n>N) . 3)

1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 134.
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gilt. a(P;, P;) bezeichne den sphérischen Abstand zwischen P, und P,. Um jeden Punkt P,
miti: =1, 2, ... 4 N — 1 werde nun eine Kugelkappe konstruiert, die aus allen Punkten X
der Kugeloberfliche besteht, fiir die gilt

a(Py, X) < % V}N" falls 0 < § < N ist (4)
und
a(Py, X) < & (—?- - —3_—;) , falls N <i < 4N ist. (5)
Vi YN

Man iiberzeugt sich sofort, dass wegen (3) je zwei dieser Kugelkappen keine gemeinsamen
inneren Punkte haben. Die Oberfliche einer Kalotte mit dem Offnungswinkel a ist

27 (1 — cosa) =mna?+ 0(at) .
Fiir die Summe der Oberfldchen aller Kappen (4), (5) hat man daher
ak?t NSl a2 1 \2 1
NI+ (—;—-—)<4n+o(~—).
4 N ‘.gd; 4 Vi VN N
Ersetzt man die Summe durch das entsprechende Integral (Anwendung der Eulerschen
Summenformel), so ergibt sich fiir N > oo

4N -1
N—o00 4 4 7 V; VN“) ’

woraus man durch Integration und Durchfithrung des Grenziiberganges
nk?(log4—1) < 4n,

also

& 2

- Vlog 4 — 1
erhdlt. Dies aber widerspricht der Definition von &. (3) ist demnach nicht richtig, und es
muss (2) gelten. H. GRoEMER (Corvallis, Oregon, USA)
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Bemerkung zu einer Arbeit von L. FEjEs TOTH

~

SteiNHAUS!) hat die Frage untersucht, wie man einen nicht notwendigerweise homogenen
Korper in n Teile zerlegen soll, damit die Summe der Trigheitsmomente der Teile beziiglich
ihrer Massenmittelpunkte minimal wird. Fejes Térn?) hat das asymptotische Verhalten

1) H. STrINHAUS, Sur la division des corps matériels en parties, Bull. Acad. Polon. Sci. Cl. 111, 4, 801-804
(1956).

%) L. FEjES TOTH, Sur la représentation d'une population infinie par un nombre fini d’éléments, Acta Math.
Acad. Sci. Hung. 10, 299-304 (1959), und Neuere Ergebnisse in der diskreten Geometrie, E1. Math. 15, 25-36
(1960).
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der extremalen Zerlegung im ebenen Fall betrachtet, wenn # - co. Er fand, dass die ex-
tremale Einteilung in iiberwiegender Mehrheit aus «angendhert regelmissigen» Sechs-
ecken mit demselben Trigheitsmoment besteht, und bemerkt, dass eine derartige Eintei-
lung in lauter solche Sechsecke im allgemeinen wahrscheinlich unméglich ist. Zum Beispiel
ist es nicht gelungen, eine derartige Einteilung zu finden, wenn das Gebiet G eine Kreis
scheibe ist und die Belegungsfunktion radial abnimmt.

In der vorliegenden Note weisen wir darauf hin, dass sich diese Frage mittels der Ele
mente der komplexen Funktionentheorie leicht 16sen lasst. Wir geben die notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir #n, dass eine derartige Einteilung in lauter ¢angenidhert
regelmissige» Sechsecke existiert. Darunter verstehen wir folgendes:

Es existiert eine Folge von Zerlegungen von G in Sechsecke derart, dass die Gestalt der
Sechsecke im Inneren von G mit der Verfeinerung der Einteilung gegen die des regelmés-
sigen Sechsecks konvergiert und die Trigheitsmomente der einzelnen Sechsecke innerhalb
jeder Einteilung miteinander iibereinstimmen.

Satz. Es sei G ein einfach zusammenhingendes Gebiet und p(x, y) eine in G positive Bele-
gungsfunkiion. Dann ist fiir die Existenz einer Einteilung in «angendhert vegelmdssige» Sechs-
ecke mit demselben Trigheitsmoment das Evfiilitsein der Relation

Alog p(x,y) =0 (1)

notwendig und hinrveichend, wobei Af(x, y) den Laplaceschen Operator von f(x, y) bedeutet.
Beweis. a) Hinlianglichkeit: Ist (1) erfiillt, so existiert eine in G analytische Funktion f(z)

mit |f'(z)] = [P, ¥)]7%, (¢ = ¥ + i ¥)?); setzt man ndmlich

u(z, 9) = — 4 1og plx, ),

x

y

v(x,y) = — %— /ux(x, ) dt — fu,,(t, y) dt ),
0 0

so erfiillt die Funktion

log f'(2) = u(x, y) +iv(x,9)

3) Das Trigheitsmoment eines homogenen Kreises beziiglich seines Mittelpunktes ist mit der vierten
Potenz des Radius proportional.
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die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und «(x, y) und v(x, y) die Laplacesche
Gleichung. Da p(#, ) in G positiv ist, ist daher log /'(z) und damit auch f’(z) eine in Gregu-
lire Funktion. Es ist

Re log /'(z) — og | /(2) | = —  log p(x. 9) ,

und f(z) vermittelt eine konforme Abbildung von G auf ein (nicht notwendigerweise ein-
blittriges) homogenes Gebiet; hieraus folgt schon die Hinlinglichkeit der Bedingung (1).

b) Notwendigheit: Nehmen wir an, es gibt zu G ein (nicht notwendigerweise einblittriges)
homogenes Gebiet G’ derart, dass den infinitesimal kleinen regulidren Sechsecken mit dem-
selben Tragheitsmoment in G regulidre Sechsecke in G’ entsprechen. Man erkennt sofort,
dass dies dquivalent mit der Existenz einer konformen Abbildung von G auf G’ ist. Eine
solche kann aber nur durch in G analytische Funktionen geleistet werden; das lineare « Ver-
grésserungsmass» ist bekanntlich gleich dem absoluten Betrag der Ableitung im betreffen-
den Punkt. Eine solche abbildende Funktion sei mit f(z) bezeichnet. Dann darf

ENt=fl]| @E=x+1iy

gesetzt werden. Wegen der Konformitit muss in G f’(z) + 0 sein. Damit ist auch die Not-
wendigkeit von (1) bewiesen.

Zum Schluss seien einige Folgerungen erwihnt.

Aus dem Maximumprinzip der Funktionentheorie ergibt sich, dass sich die Niveaulinien
p(x, y¥) = K nicht schliessen kénnen. Daher ist es unmoglich, eine Figur mit lauter «fast re-
guldren» Sechsecken von denselben Trigheitsmomenten zu zeichnen, wenn die Belegungs-
funktion radial abnimmt. Dies wird aber méglich, wenn wir G lings einer Linie aufschnei-
den und auf die Konformitit lings des Schnittes verzichten (Figur).

A. HeppEs und P. SziUsz (Budapest)

Aufgaben

Aufgabe361. Gegeben sei ein Dreieck 4 B Cmit den Seiten a, b, c und dem Hohenschnitt-
punkt H. Wir bezeichnen seine Héhenfusspunkte mit H,, H,, H,, die Fusspunkte der aus
diesen Punkten auf die Dreiecksseiten gefillten Lote mit Hy, H,,, Hy,, Hy,, H,, H,, und
die 12 Fusspunkte der aus diesen Punkten erneut auf die Dreiecksseiten gefillten Lote mit
H, .. Hier gibt H,, (p, ¢ = a, b, ¢) jeweils den Ausgangspunkt an; 7 bezeichnet die Drei-

D
ecksseite, auf die das Lot gefillt wurde. Es soll gezeigt werden:

1. Die Quadrupel H, oy Hpo H,ypo Hyop #sw. sind jeweils die Ecken von Kreisvievecken, deven
Mittelpunkte A*, B*, C* seien.
2. Die Hohen des Dreiecks A* B*C* gehen bzw. duvch die Ausgangspunkte A, B, C.
KaArL WaNkA, Wien
Lésung: Aus den Streckenverhiltnissen

CH,, :CH,,=b:aund CH,,:CH,,=a:b

folgt CH,, - CH,, = CH,, - CH,,. Die Punkte H,,, H,,, H,, H,, liegen demnach auf
einem Kreis. Daraus ergibt sich, dass auch die durch Normalprojektion dieser Punkte auf
a bzw. b hervorgehenden Punkte H ., H,pq, Hoan Hyqp Ecken eines Kreisvierecks sind.
Die 1. Behauptung ist damit bereits bewiesen. Da auch von den Punktequadrupeln
H H, H, H, und H,H, H,,H,, jedes fiir sich einem Kreis angehért und da auch die
Potenzlinien der drei Kreise das Dreiseit abc bilden, also nicht durch einen Punkt gehen,
liegen alle sechs Punkte H , auf einem und demselben Kreis. Sein Mittelpunkt sei M ; die
Fusspunkte der aus M auf die Dreiecksseiten a, b, ¢ gefdllten Lote seien M,, M,, M, Nun
halbiert beispielsweise M, die Kreissehne H H,,, woraus hervorgeht, dass die von M,
aus auf b gefillte Normale die Symmetrale der Strecke H,,H,,, ist. C* ergibt sich somit
als Schnittpunkt der von M, und M, auf b bzw. a gefillten Lote. ‘

In entsprechender Weise werden die Punkte 4* und B* gefunden. Das Sechseck
A*M B*M ,C* M, setzt sich aus den drei Parallelogrammen C*M, MM, usw. zusammen;
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