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Sur le probléme de Catalan

On ne sait pas si I’équation
2—yt=1 (1)

a des solutions en entiers x, y, 2, ¢ plus grands que 1, sauf x =3,y =2, 2= 2, ¢ = 3.
L’hypothése qu’il n’existe pas de telles solutions a été exprimée en 1844 par CATA-
LAN [1].

Récemment HaMmPEL [2] a démontré que si les entiers x, y, 2, ¢ plus grands que 1
satisfont a I’équation (1), aucun des nombres x et y ne peut pas étre de la forme 107,
ni de la forme 27- 3™, En utilisant les résultats obtenus par GERONO et OBLATH,
HAMPEL en a déduit que, sauf la solution triviale citée, 1’équation (1) n’a pas de
solutions en entiers %, y, 2,  plusgrands quelsix =am, y=0b"(m,n=1,2,...), ou
14 + min (a, b) < 19.

Le but de cette Note est de démontrer ce théoréme plus fort:

Théoréme 1. S7 les entiers x, 9y, z,t sont > 1 et satisfont a U'équation (1) et si
(x,9,2,8) + (3, 2, 2, 3), chacun des nombres x et y a au moins deux diviseurs premiers
distincts dont un est = 11.

Démonstration. Soit x, v, z, t une solution de I'équation (1) en nombres naturels
> 1, autre que la solution 3, 2, 2, 3. D’apres (1) on a x* = 1 + y* et, comme LEBEs-
GUE [3] a démontré que I’équation x* = 1 + ¥2, ol1 # est un entier > 1, n'a pas de
solutions en nombres naturels x, ¥, le nombre ¢ doit étre impair = 3. Or, comme
NAGELL [4] a démontré que I'équation y* = x® 4 1 n’a pas de solutions en nombres
entiers, si x = 2, n > 2, et EULER [5] a démontré que I'équation y® = #® + 1 n’a pas
de solutions en entiers x > 2 et y — le nombre ¢ doit étre impair = 5.

Soit $ un diviseur premier du nombre y + 1. Comme 14 y |1 + ¥ pour 2 ¢, on
trouve, d’aprés 22 = 1 + 9%, que p | x.

Nous utiliserons encore le théoréme suivant de BIRKHOFF et VANDIVER [6]:

T. Siaethetm> 2 sont des nombres naturels, a > b et (a, b) = 1, alors, sauf le cas
a=2,b=1, m=06, le nombre am — b™ a un diviseur premier p (dit primitif) de la
forme mk+ 1,telque p +ai — b pouri=1,2,...,m— 1.

Vu que y > 1, ¢ = 5, d’aprés le théoréme T, le nombre y2‘ — 1 a un diviseur
premier primitif ¢ =2¢+41=2-5+ 1= 11. Comme y*/ — 1= (y* — 1) (y* + 1) et
gty —1lpours=1,2,...,2¢—1,onagq|y +letp+ g Daprésx*=y'4 1on
a p g | x et le nombre ¥ a deux diviseurs premiers distincts dont un est = 11.
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De (1) il résulte que y* = x* — 1. Supposonsque z = 2. D’aprés (x — 1, x + 1) = 2,
on a ou bien

1)x —1=a’, x+ 1= 05 ou bien

2)x—1=2a', x + 1= 0'2, ou bien

3)x — 1=a!/2,x+ 1=2b% ouaet bsont des nombres naturels. D’aprésx = pg =22
onaa> 1letd> 1. Dans le cas 1) on aurait

2=b—at=(b—a) (01 + ... +a" 1) >,
ce qui est impossible, vu que b > 1 et { = 5. Dans le cas 2) on aurait
x+1=2at+2=2("+1).

Soit » un diviseur premier quelconqus du nombre a + 1 et soit ¢ un diviseur
premier primitif du nombre 4% — 1 (un tel diviseur ¢ existe, d’apres le théoréme T,
vaquea>1,¢{ = 35). On aura

pla*—1=(a'—1)(at+1)

et,commeqgtai —lpourt=1,2,...,2¢{—1,onaqg|a*+ 1. D'aprésa+ 1|a*+ 1
(puisque ¢ est un nombre impair = 5), on trouve pg|a’+ 1|22 — 1=y d'ou
pglyetqg=2t+1=11, (p,q) = 1. Enfin, dans le cas 3)ona x — 1 = 2 (b — 1)
et, en désignant par ¢ un diviseur premier primitif du nombre ' — 1, nous aurons
2q|2(*—1)|x2—1=y',dou2q|y,ou,vuque2+¢{ =5o0naqg=2-5+1=11.

Siz=3,onayt=x%—1et x=2, y=3,¢=2, puisque NAGELL [4] a démontré
que I’équation y* = 3 4- 1, ol # est un nombre naturel > 2 n’a pas de solutions en
nombres naturels x et y.

On adoncz = 5, 3 1 z. Soit $ un diviseur premier du nombre x — 1 et g un diviseur
premier primitif du nombre x> — 1 (d’aprés z = 5, x > 1 et le théoréme T, un tel ¢
existe). D’aprés T, ¢ est de la forme z% + 1. Comme z = 5, on a ¢ = 6. S’il était
g =7, on aurait z = 6, contrairement a 31z On a donc ¢ =11. Or, on a p * g,
puisque ¢+ x'—1 pour 1 =1,2,...,2—1. Donc pg|x*—1=19" et pg|y, ou
g=1let (p,q) =1

Notre théoréme est ainsi démontré. Il résulte tout de suite de notre théoréeme que
si les nombres x, y, z, ¢ sont des entiers > 1, autresque x =3,y =2,2=2,¢{= 3, et
satisfont 4 I’équation (1), alors aucun des nombres x et y n’est pas de la forme 27,
3m’ 5k, 7l’ on .3m, 2n . 5k’ 2n. 71’ 3m. Sk’ 3m . 71, 5k. 71, 2n . 3m. 5k’ 2n . 3m. 72' 2n . 5k . 71’
3m.5k.7t, 2u.3m.5k.7l_

Vu que le nombre a”, o m =1, 2, ..., a < 22 n’a pas deux diviseurs premiers
distincts dont un soit = 11, il résulte de notre théoréme ce

Corollagre: Sauflecas x = 3,y = 2, 2= 2, t = 3, l'équation (1) n'a pas de solutions
en nombres naturels > 1, on x =am, y=b* (m,n=1,2,...), c = min (a, b) < 22.

OBLATH [7,8] a démontré que si 4, b et ¥ sont des nombres naturels > 1, tels que
a®—b¥=1, ou (@, b,9) * (3,2,3), on a 2/ =1 (mod p?) et 3! = (mod p?) pour
tous les nombres premiers p tels que p | y. On en peut déduire (voir [9, 11]) que
I’équation a® — b¥ = 1, ou (a, b, y) + (3, 2, 3), n’a pas de solutions en nombres natu-
rels a, b et y plus grands que 1 pour y < 50000.

De nos considérations résulte la proposition suivante:
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Théoréme 2. S1 les nombres naturels > 1, a, b et y, satisfont a I équation a® — b¥ =1,
alors, sauf le cas a = 3, b = 2, y = 3, chacun des nombres a et b a un diviseur premier
de la forme y k + 1.

Des raisonnements utilisés dans la démonstration du théoréme 1 il résulte aussi le

Théoréme 3. Si les entiers x,y, z, t plus grands que 1 satisfont a I'équation x*— yt=1
et me sont pas le systéme x = 3,y = z = 2, t = 3, alors x a au moins un diviseur premier
de la forme t k + 1 et le nombre ya au moins un diviseur premier de la forme z k + 1.

Récemment CASSELS [10] a démontré que si les nombres premiers p et g, tels que
$p > ¢ = 2 satisfont a 1'équation

ab — b1 = i 1 » (2)
ou a et b sont des entiers > 1, on a
gla et p|b. (3)

Comme, d’aprés les résultats de LEBESGUE et NAGELL, dans I'équation x* — ! = 1,
ou (x,v,2,8*(3,2,23), x>1,y>1 2>1, £>1, ne peut pas étre { = 2 ni
¢t = 3, il résulte du théoréme de CasseLs que si 'on a I’équation (1), alors, sauf les
solutions triviales citées, le nombre x a au moins un diviseur premier = 5.

Or, du théoréme de CassgeLs et des théorémes 1 et 3 résulte le

Théoréme 4. Siles nombres premiers p et qtels que p > q = 2 satisfont al’équation (2),
ou a et b sont des nombres naturels > 1, (a, b, p,9) = (3,2,2,3), (a, b, p, 9) £ (2,3,3,2),
alors on a

gr|aetps|b, (4)

on r est un nombre premier dela formeq k + 1 et s est un nombre premier dela forme pk+ 1.
Il est encore a remarquer que du théoréme T (de BIRKHOFF et VANDIVER) résulte
tout de suite le théoréme de MORET-BLANC d’aprés lequel 1'équation

w—yi=1 A (3)

a, en nombres naturels x, ¥ seulement les solutions x =2, y=1etx =3,y = 2.

En effet, si y=1, ona x—1=1et x=2. Si y=2, on a »2—2*=1, donc
(#x—1)(x+1)= 2%, cequi, vu que (x — 1, x+ 1) | 2, donne x — 1 = 2, donc » = 3.
Or, s’il était y > 2, alors, d’aprés le théoréme 7T le nombre x¥ — 1 (sauf le cas
y = 6, x = 2) aurait un diviseur premier p de la forme £y + 1 =y + 1 et, d’aprés
x¥ — 1 = y*, le nombre premier p = y + 1 serait un diviseur du nombre y, ce qui
est évidemment impossible. Comme 62 — 28+ 1, le théoréme de MORET-BLANC se
trouve démontré. A. RoTKIEWICZ (Varsovie)
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Die Kegelschnittsfunktionen

1. Schon JAMES GREGORY (1638-75) hat in seiner Vera circuli et hyperbolae quadra-
tura, Padua 1667, gezeigt, wie man mit Hilfe einbeschriebener und umbeschriebener
Vielecke die Flicheninhalte von Ellipse und Hyperbel nach demselben elementaren
Verfahren wie beim Kreis bestimmen kann. Nicht allgemeiner bekannt zu sein
scheint, dass man auch die Theorie der Kreis- und Hyperbelfunktionen als eine
Theorie der Kegelschnittsfunktionen véllig einheitlich und elementar okne jeden
rechnerischen Grenziibergang aufbauen kann. Zwar weiss jeder, dass Hyperbelsinus und
-cosinus Funktionen nicht des Hyperbelbogens, sondern des doppelten Hyperbel-
sektors sind und dass man auch beim Kreis den Bogen als doppelten Sektor auffassen
kann. Weniger bekannt ist, dass diese Dinge der affinen Geometrie angehéren und
damit eine ganz elementare Theorie ermoglichen, bei denen Kreis- und Hyperbel-
funktionen in gleicher Bezeichnung erscheinen. Besonders fiir die gemeinsame Be-
handlung der beiden in der nichteuklidischen Geometrie scheint sie mir niitzlich zu
sein?),

2. Wir nehmen die Gleichung des Mittelpunktskegelschnitts, bezogen auf ein
affines #, | x,-Koordinatensystem in der Gestalt

RZtext=1 (1)
an. Die Koordinatenachsen sind konjugierte Durchmesser. Ist P(p, | p,) ein Punkt

von (1), so hat der Endpunkt P’ des zu OP konjugierten Halbmessers OP’ (A0PP’
habe positiven Umlaufsinn) die Koordinaten (— ¢ p,| ;). Dabei ist im Fall der
Hyperbel (¢ = — 1) P’ allerdings der reelle Ersatzpunkt auf der konjugierten Hyperbel
exy + 22 =1.

Ist ferner Q(q, | g,) ein beliebiger von P verschiedener Punkt von (1), so ist

240PQ=p193—P20r, 240QP =091+ €039, (2)

Figur 1
1) Vergleiche dazu L. HEFFTER, Grundlagen und analytischer Aufbau der Geometrie 3, S. 153ff., Stutt-
gart 1958,
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