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Aufgaben 85

L (B4 D) z_(P_“.E)_éQiif)_ - 0 (mod 2).
1=#< 20

‘Comme p =% 3 (mod 4), on a p + 3 = 0 (mod 8), c’est-a-dire p -~ 5 (mod 8).

Il est a remarquer que la condition du probléme n’est pas remplie, lorsque (;) ET |

ou ( VPZ?) ) = — 1. En effet, dans le premier cas la congruence x (+ + 1) = 1 (mod p) est

résoluble et dans le second cas (en vertu du théoréme de VoroN0Oi-SKOLEM) la congruence
¥ (x + 1) (* + 2) = 1 (mod p) est résoluble. On a alors

x4+ 1) = (x —1)! (mod p) ou bien (¥ + 2)! = (¥ — 1)! (mod p).

Les seuls nombres premiers p < 1000 pour lesquelles on a p 5 (mod 8), (; ) - — let

(“;3 ) — 1 sont les suivants: 13, 173, 197, 277, 317, 397, 653, 853, 877, 997. Mais

comme on peut vérifier aisément a I'aide du «Canon arithmeticus» on a 9! = 4! (mod 13),
15! = 10! (mod 173) 9! = 3! (mod 197), 43! = 17! (mod 277), 21! = 10! (mod 317),
45! = 36! (mod 397), 19! = 1 = 651! (mod 653), 38! = 30! (mod 853) 100! = 84! (mod 877)
et 72! = 54! (mod 997).

I1 en résulte que la condition du probléme n’est remplie par aucun nombre premier
p > 5 et < 1000. B. Rokowska, Wroclaw et A. ScHINzZEL, Varsovie

i

Aufgaben

Aufgabe 352. Es sei O, das Orthozentrum des dem Kreis # mit dem Radius # einbe-
schriebenen Dreiecks 4, 4,4,, O, das Orthozentrum des Dreiecks B, B, B;, das auch dem
Kreise & einbeschrieben ist. Man beweise

0,0, < 4v+u,
wou=Mind, B;,1,j=1,2,3. E. Jucovig, PreSow (CSR)

Aufgabe 353. Es sei T, der Schwerpunkt des dem Kreise # mit dem Radius » einbe-
schriebenen Dreiecks A, A, A;, T, der Schwerpunkt des ebenfalls %2 einbeschriebenen

Dreiecks B, B, B;. Man beweise
4v +u

T, < 21 1%,
wou = ®Min 4, Bj, 4,7 =1, 2, 3. E. Jucovi¢, PresSov (CSR)
Lésung und Verallgemeinerung: Es sei T, der Schwerpunkt des der »-dimensionalen
Kugel (M, ) einbeschriebenen Simplex 4, (i = 1,...,n + 1), T, der Schwerpunkt des

ebenfalls & einbeschriebenen Simplex B; (j = 1, ..., n + 1). Dann gilt
— 2ny + u
Ty — o> (1)

wo 4 = Mind;B;(35,7=1,..., %+ 1).

Beweis: Sei A, ein beliebig gewéhlter fester Eckpunkt des Simplex A4;. Der Schwer-
punkt S; des dem Eckpunkte A4, gegeniiberliegenden (# — 1)-dimensionalen Grenzraumes
ist ein innerer Punkt von k. Der Simplexschwerpunkt T, teilt die Strecke 4, S; im Ver-
hiltnis % : 1 . Die n-dimensionale Pferchkugel des Simplexschwerpunktes T, ist also eine
n-dimensionale Kugel %,(M,, »,), welche mit % in einer Homothetie steht, deren Mittel-
punkt A4, ist, und deren Charakteristik »: (» + 1) betrdgt. Hieraus folgt, dass M, die

Strecke A,, M im Verhiltnis % : 1 teilt, und », = n #/(n + 1) ist.
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Sei B, ein beliebiger fester Eckpunkt des gleichfalls in % einbeschriebenen anderen
Simplex. Wie oben folgt, dass die n-dimensionale Pferchkugel k,(M,, »,) des Simplex-
schwerpunktes 7, mit % in einer Homothetie mit dem Mittelpunkt B, und mit der
Charakteristik # : (% + 1) steht. Der Punkt M, teilt also die Strecke B, M im Verhiltnis
n: 1, und es ist 7, = #,. Dann sind aber die Dreiecke M A, B, und MM, M, homothetisch
mit dem Mittelpunkt M, und mit der Charakteristik (n + 1) : 1. H1eraus folgt, dass
M, M, = A, B)/(n + 1) = A, B;/(n + 1). Die zwei n-dimensionalen Pferchkugeln %, und
k, sind also mit einer n-dimensionalen Kugel vom Durchmesser

d=2rnf/(n+ 1)+ A; Bj/(n + 1)
iiberdeckbar, woraus die Behauptung (1) unmittelbar folgt. Der Fall » = 2 gibt die

Losung der Aufgabe Nr. 353.
Seien nun A; und B; in % einbeschriebene orthozentrische Simplexe, mit den Ortho-

zentren O, und O,, so gilt

0,0, < ———5— . (2)

Beweis: Der Umkugelmittelpunkt M, der Schwerpunkt 7T und das Orthozentrum O
eines orthozentrischen #z-dimensionalen Simplex liegen auf einer Geraden (verallgemei-
nerte Eulergerade), so dass T die Strecke MO im Verhiltnis (n — 1) : 2 teilt. Hieraus
folgt, dass die Dreiecke MO0,0, und M T, T, in einer Homothetie stehen mit dem Mittel-
punkt M und mit der Charakteristik (» + 1) : (» — 1), woraus T, T, = (# — 1) 0,0,/(n+ 1).
Setzt man diesen Wert in (1) ein, so erhilt man (2). Der Fall » = 2 gibt die Losung der
Aufgabe Nr. 352. J. Scuorp, Budapest

2. Lésung: Die Ebene der Dreiecke werde als Gaullsche Zahlenebene gedacht, deren
Nullpunkt im gemeinsamen Umkreismittelpunkt beider Dreiecke liegt. Der Einfachheit
halber wird jeder Punkt mit der ihm zugeordneten komplexen Zahl gleich bezeichnet. Es
bedeutet ferner keine Einschrankung der Allgemeinheit, die Numerierung in beiden Drei-
ecken so einzurichten, dass 4,B; = u gilt. Die Orthozentren der Dreiecke geniigen den
Gleichungen

(0, —4,) (4 — 4y) =
bzw. ) L, R1I1I=1,2,3 1k F1l+1.
(O — B) (By — By) =

Diese Gleichungen werden durch den Ansatz
3

0, =23:Ai bzw. 2
i1

befriedigt, da 4,2 = B;2 =? (¢ = 1, 2, 3) gilt. Fiir den Abstand der Orthozentren findet
3

man -
3
-_—ZA-—B 2’
t=1

Da die erste Differenz durch «# und jede weitere durch den Durchmesser 2 v des Umkreises
majorisiert wird, folgt unmittelbar die behauptete Ungleichung.
Unter denselben Voraussetzungen wie in Nr. 352 findet man fiir die Schwerpunkte

3
Z’A bew, T2~§’=2:B._

0,0, =0, — 0, A, -—B};

1=1
Somit folgt fiir den Abstand der Schwerpunkte beider Dreiecke
—— 1] 1 & |
T, =|T,~ T, | =5 Z(A,-—B,-) =3 A;— B; |,
=1 i=1 |

woraus wie in Nr. 352 unmittelbar die behauptete Ungleichung folgt. H. VoGLER, Wien



Aufgaben 87

Weitere Losungen sandten E. HERRMANN (Porz a. Rhein), M. Korecz (Budapest),
R. LAauFreRr (Graz), H. MEIiL1 (Winterthur), O. REUTTER (Ochsenhausen, Deutschland).

Aufgabe 354. Man beweise, dass ein notwendiges und hinreichendes Kriterium dafiir,
dass zwei primitive bindre quadratische Formen mit ganzrationalen Koeffizienten und
gleicher Diskriminante zu derselben Formenklasse im weiteren Sinne gehoren, die gleich-
zeitige Darstellbarkeit einer ungeraden Primzahl ist. J. PIEHLER, Leuna

Losung: Wir bezeichnen einé primitive bindre quadratische Form
F =ax?*+bxy + cy?

im folgenden mit (a, b, ¢). Die Aquivalenz zweier Formen wird im weiteren Sinn, also mit
der Substitutionsdeterminante 4 1 verstanden. Die betrachteten Formen sollen alle die
gleiche Diskriminante D haben. Dabei kénnen wir D =+ 0 voraussetzen, denn alle Formen
mit D == 0 sind der Form x% 4quivalent, gehdren also alle einer Klasse an.

a) Das Kriterium ist notwendig: Wir beniitzen den Satz, dass jede Form mit D % 0
(sogar unendlich viele) Primzahlen darstellt. (Fiir den Beweis sieche H. WEBER, Math.
Annalen 20, 301, 1882.) Weiter stellen bekanntlich dquivalente Formen die gleichen
Zahlen dar.

b) Das Kriterium ist hinreichend: Ist die positive ganze Zahl p durch die Form
F = (a, b, ¢) eigentlich darstellbar, dann gibt es zu F eine dquivalente Form (p, I, m)
mit — p < I £ p (zum Beweis siehe z. B. SCHOLZ-SCHOENBERG, Einfithrung in die Zahlen-
theorie, Sammlung Goéschen, Band 1131, Seite 104). Ist / < 0, so wenden wir auf (p, I, m)
die Substitution

(o1
0-—-1

an, so dass wir eine Form F, = (p, k, m) mit 0 < & < p erhalten. Jetzt sei p eine ungerade
Primzahl, die durch die Formen F und F’ dargestellt wird. Die Diskriminanten von
F und F’ sind nach Voraussetzung gleich, also sind auch diejenigen von F, = (p, &, m)
und F," = (p, &', m’) gleich, das heisst

R*—4pm=FR?%—4pwm,
also

kB+R)R—F)=4p(m—m), wo O Sk+E =29, |[E-R|<2p.

Da eine der Klammern auf der linken Seite durch 2 p teilbar sein muss, folgt hieraus
k = k' und damit auch m = mw’. Also ist F, = F,’ und die Formen F und F’ sind 4quivalent,

wie zu beweisen war.

Es ist fiir das Kriterium iibrigens gar nicht erforderlich, die Primzahl als ungerade
vorauszusetzen. Wird namlich 2 durch die Form F = (a, b, ¢) dargestellt, dann gibt es
nach dem oben benutzten Satz dazu eine dquivalente Form F, = (2, 2, m), wobei
0 <% < 2. Die Formen (2, 0, m,), (2, 1, m,) und (2, 2, m;) haben aber verschiedene Dis-
kriminanten, welche Werte m,, m,, m; auch haben mégen. J. FIEDLER, Regensburg

Aufgabe 355. Put

x2m

— (R) ¥
(sech )k = 2E2m @)
Show that for £ odd (positive or negative)
Ef) = (— 1) ¢+ (mod 4) . (1)
The case & = 1 is familiar. Show also that for & even
B) —
Eé")t =0 (mod4) (m>1). (2)
L. Carritz, Durham, N.C. (USA)
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Neue Aufgaben

o0

o0
Solution by the proposer: 1f 2 a,x"n!, 2 b,x"/n! are two series with integral coeffi-
n-0

n=0

cients, the statement

o0 o0
2 a,x"In! = 2 b,x¥"/n! (mod m)
n-0 n 0

is equivalent to

a,=b, (modwn) (n=2012..).
Thus since
o0
22n— 1x2n
2 4 -2 1
cosh? x + 2 (Zn ,
we have

cosh?x =14 2> (mod 4) ,

and therefore

cosh*x =1 (mod 4).

It follows that

sech?y =1+ 22, sechtx =1 (mod4).

This evidently proves (2) .
Next £ = 3 (mod 4), then,

(sech %)% = (sech x)® =coshx (mod 4),

so that

EP =1 (mod 4), (3)

while for £ = 1 (mod 4)

(sech x)* = sech x = (cosh x)3
= (1 + #?) cosh ¥ (mod 4) .

This gives

Ez(’:z =14+2m(2m— 1) = (— 1) (mod 4) . (4)

Clearly (3) and (4) imply (1).

Neue Aufgaben

383. Die Verbindungsgerade eines festen Punktes A mit der Mitte M eines Kreises £

384.

385.

386.

schneide % in den Punkten P und Q. Durchlduft # ein hyperbolisches Kreisbiischel,
so erfiillen bekanntlich die Punkte P, Q im allgemeinen eine monozirkulare Kubik
vom Geschlecht Null mit drei im Endlichen liegenden reellen Scheiteln. Wie kann
man fiir jene dieser «Fokalen», die eine Symmetrieachse besitzen, die Scheitel-
kriimmungskreise einfach konstruieren, und wo muss der Aufpunkt 4, der zugleich
der singuldre Brennpunkt der Kubik ist, gewdhlt werden, damit die drei Scheitel-
kriimmungskreise kongruent werden ? R. BERrEeis, Dresden

P,, P,, ..., P, seien n Punkte der Kurve
y=a"tlt a4+t an ¥+ @y,

in denen die Tangenten den gleichen Richtungsfaktor 2 haben. Es soll gezeigt
werden, dass die zu verschiedenen Werten von % gehdrenden Punktaggregate
P, P, ..., P, denselben Schwerpunkt besitzen. W. JANICHEN, Berlin

Gegeben sind drei Kreise in drei verschiedenen, zu einander parallelen Ebenen.
Gesucht wird ein Punkt Z derart, dass die Projektionen der drei Kreise aus Z sich
gegenseitig beriihren. C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht

Let p be a prime number, p =1 (mod 4), (a, p) = 1, » denote a quadratic residue
and » a quadratic non-residue of p. Prove that for each a the congruence » + n = a
(mod p) has exactly (p — 1)/4 solutions r,z (1 <7, n < p — 1).

A. MakowsKi, Warszawa
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Aufgaben fiir die Schule

Es wird kein Anspruch auf Originalitit der Aufgaben erhoben; Autoren und Quellen werden im allgemeinen

nicht genannt. Die Daten fiir Aufgaben aus der Darstellenden Geometrie sind durchwegs so festgelegt, dass

der Ursprung des Koordinatensystems in der Mitte des linken Randes eines Blattes vom Format A 4 gewihlt

werden soll, x-Achse nach rechts, y-Achse nach vorn, z-Achse nach oben, Einheit 1 ecm. Anregungen und
Beitrige sind zu senden an Prof. Dr. WirLt Lssy, Biielrainstrasse 51, Winterthur.

1. Eine Parabel geht durch den festen Punkt P und besitzt die feste Scheiteltangente ¢,.
Welches ist der geometrische Ort ihres Brennpunkts ?

p Parabel mit dem Brennpunkt P und der Scheiteltangente ¢,.

2. Ein Kreis geht durch den Ursprung eines rechtwinkligen Koordinatensystems und
durch einen festen Punkt P. Er schneidet die Koordinatenachsen in den Punkten A
und B. Die Gerade A4 B hiillt eine Parabel ein.

p P ist Brennpunkt, und eine Diagonale des Koordinatenrechtecks von P ist Scheitel-
tangente.

3. Das Verhdltnis zweier senkrecht aufeinanderstehender Parabelsehnen durch den Schei-
telpunkt ist gleich der dritten Potenz des Tangens des Winkels, den eine dieser Seh-
nen mit der Achse bildet.

4. Bestimme den Punkt P(x;y) der Parabel y = a #?, von dem aus die Parabelsehne
Py(uy; vy), Py(uy; v,) unter einem moglichst grossen oder einem méglichst kleinen
Winkel gesehen wird.

P x=— 1—’-“—;%2 , unabhingig von a!
Fiir den extremen Sehwinkel findet man

tg — Uy

- v
¢ = arctg a ———=> — arctg a - 5

2

das heisst: die Winkelhalbierende von ¢ ist im Fall des Minimums parallel der y-Achse,
im Fall des Maximums parallel der x-Achse.

5. Lose auf graphischem Wege das Gleichungssystem

z2=025[(x — 82+ (v — 7)% .
A2+ 92— 22x— 14y 4+ 154 -0
3%+ 42— 48=0 ]

p Schnitt eines Rotationsparaboloids, eines geraden Kreiszylinders und einer Ebene.
Die Schnittfigur von Paraboloid und Zylinder liegt in einer zweitprojizierenden
Ebene, ihr Grundriss ist ein Kreis.

x = 9,889; 1y, = 10,843; y, = 3,157; z - 4,583

Literaturiiberschau

W. LIETZMANN: Aus meinen Lebenserinnerungen
114 Seiten mit Portrait. Broschiert DM 6.80. Vandenhoeck & Ruprecht, Gottingen und Ziirich 1960

Ehe das vom Verein Schweizerischer Mathematiklehrer herausgegebene Unterrichts-
werk erschien, war der «LieTzMANN» fiir viele unserer Gymnasiasten ein bekannter
Begriff, mussten sie doch «aus ihm» ihre Algebra- und Geometrie-Aufgaben machen.
Spitere Generationen haben sich an WALTHER L1ETzMANNS Buch Lustiges und Merk-
wiirdiges von Zahlen und Foymen erfreut und aus der von ihm herausgegebenen Mathe-
matisch-Physikalischen Bibliothek auf eigene Faust zusétzliche Belehrung geschopft.
Aber auch manchem schweizerischen Mathematiklehrer haben diese und andere Werke
LieTzMANNS, seine Methodikbinde und vor allem die von ihm seit 1914 redigierte
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