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Die Ellipse an der Nahtstelle zwischen Kongruenzgeometrie
und Affingeometrie

Ein Beitrag zur Einfiihrung abbildungsgeometrischer Methoden
im Mittelschulunterricht

Die in letzter Zeit erschienenen deutschsprachigen Mathematikunterrichtswerke fiir
Mittelschulen lassen fiir die Geometrie eine bemerkenswerte Stromung erkennen ; dieser
Zweig der Schulmathematik wird mehr und mehr im Sinne von KLEINS Erlanger
Programm ausgerichtet. Im Zusammenhang mit elementargeometrischen Betrach-
tungen begegnet man jetzt da und dort dem Abbildungsbegriff und dem Gruppen-
begriff. Es zeichnet sich darin eine lingst fillige Befreiung vom starren Schema des
bisherigen Geometrieunterrichtes ab, dem die Elemente von EUKLID allzusehr den
Stempel aufgedriickt haben. Gleichzeitig erhilt nun die Mittelschulgeometrie mit dem
Abbildungsbegriff endlich auch einen festen methodischen Pol, wie ihn die Analysis
im Funktionsbegriff schon lange kennt. Die nachfolgenden Ausfithrungen méchten
auf diese Entwicklung hinweisen; sie méchten an einem Beispiel zeigen, wie abbil-
dungsgeometrische Methoden auch in der konstruktiven Geometrie Eingang finden
konnen.

Die erste Begegnung unserer Schiiler mit der Ellipse erfolgt meist im Rahmen der
Kongruenzgeometrie auf der Unterstufe; die Kurve wird dort auf Grund der Brenn-
punkteigenschaften definiert. Spiter fithrt die darstellende Geometrie zu einer er-
neuten Auseinandersetzung mit der Ellipse, wobei aber deren affine Eigenschaften
im Vordergrunde stehen. Nicht selten wird bei dieser Gelegenheit die Ellipse neu
definiert als affines Bild eines Kreises. Dieses Vorgehen kiirzt wohl einiges ab,
muss aber beim Schiiler unweigerlich den Eindruck erwecken, dass es zwei Arten
von Ellipsen gebe, metrische und affine. Dieses Gefiihl bleibt so lange bestehen, bis
die Aquivalenz der beiden Definitionen aufgezeigt ist. Wir befinden uns hier an einer
Nahtstelle zwischen der Kongruenzgeometrie und der Affingeometrie. Sie ldsst sich
nicht so miihelos iiberwinden und ist wohl daher in vielen Unterrichtswerken ein dunk-
ler Punkt geblieben. Zahlreiche Autoren gehen den Weg iiber die analytische Geometrie,
der sehr kurz, aber vom Standpunkt der konstruktiven Geometrie aus nicht elegant
ist [1, 2]1). Andere benutzen den Dandelinschen Satz tiber die ebenen Schnitte eines

1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 8.



2 M. JeEGeR: Die Ellipse an der Nahtstelle zwischen Kongruenzgeometrie und Affingeometrie

Rotationszylinders, wobei aber zu bemerken ist, dass diese Methode beim schiefen
Kreiszylinder bzw. bei der schiefen Affinitit ohne umfangreiche weitere Hilfsmittel
gar nicht funktioniert [3]. Es soll hier ein Weg beschrieben werden, der wie der
rechnerische Aquivalenzbereich vollstindig in der Ebene verlduft, dagegen aber —
neben einigen einfachen Rechnungen — nur Hilfsmittel aus der konstruktiven Geo-
metrie erfordert.

1. Die Ellipse als normal-affines Bild eines Kreises

Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist die metrische Ellipsendefinition; die
Kurve sei erklirt als der geometrische Ort aller Punkte P, fiir welche die Summe der
Abstinde von zwei festen Punkten F und F, konstant ist:

PF, + PF, =2 a = const.

Aus dieser Festlegung der Ellipse entnimmt man leicht, dass die Kurve zwei Sym-
metrieachsen aufweist, nimlich die Verbindungsgerade von F, und F, sowie die
Mittelsenkrechte dazu.

Es sei jetzt P ein allgemeiner Ellipsenpunkt. Wir tragen nun die Strecke PF, auf
der Verlingerung von PF, und umgekehrt die Strecke PF, auf der Verlingerung
von PF, ab; dies ergibt die beiden Punkte F und F, (Figur 1). Es ist dann

FF =FF =2a.

Die Mittelsenkrechte ¢ von F, F; bzw. F,F; ist die Ellipsentangente im Punkte P. Fiir
jeden von P verschiedenen Punkt Q auf ¢ gilt nimlich die Dreiecksungleichung

OF, + QF, = QF, + QF, > F,F, = 2a,

das heisst, ¢ hat ausser P keinen weitern Punkt mit der Kurve gemeinsam. Aus der
Figur 1 schliesst man weiter, dass

MS=,FF=a ud MR= EF=a

ist. R und S liegen demnach auf dem Kreis mit dem Durchmesser AB (grosster
Durchmesser der Ellipse) [4].

Nach diesen elementargeometrischen Vorbereitungen soll jetzt gezeigt werden,
dass unsere Ellipse zugleich als normal-affines Bild des Kreises % erhalten werden
kann. Wir stellen diese Querverbindung mit der Affingeometrie auf einem dhnlichen
Wege her, wie er bei einer fritheren Gelegenheit von BINDSCHEDLER eingeschlagen
wurde [5].

Es ist zu zeigen, dass das Verhiltnis PP,/ PP, = » unabhéngig von der Lage des
Ellipsenpunktes P ist.

Zunichst entnimmt man aus der Figur 1 die Beziehung

AE,FP:AF,E,P = AF,F,P: AF,F,P =F,P:F,P.
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Hieraus folgt
(AR, EPY* = (AR F,P) (AREP).

Die vorkommenden Flicheninhalte seien alle positiv genommen. Dann gilt
o BF:-PP*= |PR-RF,-PS - SE|.

Nun ist aber PR - PS die Potenz von P und FR:SF,= F,R - F,R’ die Potenz des
Punktes F, beziiglich .

PR - PS = Pp*-PP = (PP, + PP) (PP, ~ PP) = PP — PP — PP? (1_ ; )

22

FR-FR =FA-FEB=(c—a) (¢ +a) = ¢®—a*= —b%

Beide Potenzen sind negativ, da P und F, innerhalb % liegen. Unter Beriicksichtigung,
dass

FF}=(2¢)>=4(a®— b7
ist, folgt jetzt

2 __ b2 2 1
az—-bzz(—;}——l)b2 oder fﬂbé'm:; —1=-, -1,
das heisst aber
b
%=L, .

Das negative Vorzeichen steht dann, wenn man anstelle von P den Punkt P* nimmt.
In beiden Fillen aber erweist sich x als unabhingig von P. Unsere Ellipse lisst sich
demnach auf zwei Arten als normal-affines Bild des Kreises k interpretieren. Die beiden
Abbildungen @, und @, haben dieselbe Achse 4B, und die Affinitdtsverhiltnisse
haben die Werte

b
"=+ und  xp=——-.
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2. Die allgemeine perspektive Affinitit

Eine allgemeine perspektive Affinitit @ der Zeichenebene auf sich selbst ist fest-
gelegt durch eine Gerade s (Affinitdtsachse), eine Richtung (Affinitdtsrichtung) und
eine bestimmte von Null verschiedene Zahl » (Affinitdtsverhiltnis). Die Verbindungs-
geraden einander zugeordneter Punkte 4 und A4 sind parallel zur Affinititsrichtung,
und es ist _

AA,
IA‘: =X.
% > 0 bedeutet, dass A und A auf derselben Seite von s, 2 < 0 dass die genannten
Punkte auf verschiedenen Seiten von s liegen. Aus dieser Definition der perspektiven
Affinitdt lassen sich leicht die bekannten Eigenschaften der Abbildung gewinnen.

Die wichtigsten unter ihnen vom Standpunkt der konstruktiven Geometrie aus sind
die Geradentreue und die Parallelentreue (parallele Geraden haben parallele Bilder).
Daneben sei noch erwidhnt, dass das Verhiltnis von Strecken auf parallelen Geraden
und ebenso das Verhiltnis der Flicheninhalte von Figuren Invarianten der Abbildung
darstellen [6].

Fiir jede perspektive Affinitit @ existiert ein sogenanntes invariantes Rechtwinkel-
paar, das heisst, es gibt zwei zueinander senkrechte Richtungsfelder, deren Bilder
wiederum aufeinander senkrecht stehen. Man findet den invarianten rechten Winkel
in 4 bzw. A mit Hilfe eines Kreises, der durch 4 und 4 geht und dessen Mittelpunkt
auf der Affinitatsachse s liegt. M ist der Schnittpunkt von s mit der Mittelsenkrechten
von AA (Figur 2). Falls @ keine axiale Symmetrie ist2), ist immer genau ein invariantes
Rechtwinkelpaar vorhanden. Bei einer axialen Symmetrie hingegen ist jeder rechte
Winkel invariant, denn diese Abbildung ist ja eine Kongruenz.

Die Abbildung @ ist eineindeutig; die Umkehrabbildung @ -1 ist ebenfalls eine per-
spektive Affinitit. @1 hat dieselbe Achse und dieselbe Richtung wie @; ihr Ver-
hiltnis hat den Wert 1/x.

Wir betrachten nun zwei perspektive Affinititen @, und @,, die wie folgt mit-
einander verkniipft sind: Ihre Verhiltnisse seien gleich gross (x; = %, = %), und es
sei die Achse der einen Abbildung parallel zur Affinititsrichtung der andern. Auf
irgendeine Figur werde zuerst die Abbildung @, ausgeiibt und hernach auf das er-
haltene Bild die Abbildung @,. Man spricht in diesem Falle von einer Zusammen-

%) Eine axiale Symmetrie ist eine normale perspektive Affinitit mit % = —1.
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setzung der beiden Abbildungen @, und @,, und zwar in der Reihenfolge zuerst @, und
dann @,. Fir die Direktabbildung schreiben wir das Symbol @, o @,; das Zeichen o
lasst sich als Operationszeichen fiir die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen
interpretieren (Figur 3).

Abbildung @,: 4 > A’, Abbildung ®,: A’ >4, Abbildung @, 0 P,: 4 > A.

Da nun #x, = x», = » ist, folgt
A’Ag, AAg, SA

=Y =

= A, S4

AAg,

Figur 3 Figur 4

Es ist daher @, o @, eine perspektive Ahnlichkeit mit dem Zentrum S und mit dem
Verhiltnis »; wir verwenden dafiir das Zeichen 2':

¢10¢2:23).

Auf Grund des eben festgestellten Sachverhaltes ldsst sich jetzt leicht eine weitere
affine Beziehung zwischen Ellipse und Kreis gewinnen. Wie wir gezeigt haben, ist
die Ellipse mit den Halbachsen a und & (¢ > &) zum Kreis & tiber dem Ellipsen-
durchmesser 2 2 normal-affin. Die Abbildung, welche diese Zuordnung herstellt, sei
mit @, bezeichnet; sie hat die Achse s;, und ihr Verhidltnis hat den Wert », = b/a
(Figur 4). @, sei nun die normale Affinitat mit der Achse s, (s, 1 s;) und %, = %, = b/a.
Fir @, und @, liegt dann die oben untersuchte Situation vor, das heisst, es ist
D, o @, = X eine perspektive Ahnlichkeit mit dem Zentrum S und mit dem Ver-
hiltnis % = b/a. X bildet den Kreis £ auf den Kreis % iiber der kleinen Ellipsenachse

2b ab.
Aus der Beziehung @, o @, = X folgt nun aber durch linksseitige « Multiplikation»

mit der inversen Abbildung @;*
-1 _ — -1
DloD, 0Py =P, =P 02,
?) Die beiden vorliegenden Abbildungen @; und D, sind iibrigens kommutativ, das heisst

(D,O ¢2 == @20 ¢1-

Die Reihenfolge ihrer Zusammensetzung spielt keine Rolle,
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denn @ !0 @, ist die identische Abbildung, bei der jeder Punkt an Ort bleibt. @;?
bildet die Ellipse 2’ auf den Kreis £ ab, und durch die Abbildung 2’ wird aus % der
Kreis k. Wir schliessen daraus, dass @, = @; ! o X' die Ellipse #’ in den Kreis £ iiber-
fithrt. Die normale perspektive Affinitit

D' = (D70 X) 1 =200, 9

bildet somit den Kreis  auf die Ellipse %’ ab. Dies bedeutet aber:

Satz: Jede Ellipse ist gleichzeitig auch normal-affines Bild jenes Kreises, der die
kleine Ellipsenachse zum Durchmesser hat®).

Auf die Zusammensetzung von Normal-Affinitdten mit zueinander senkrechten
Achsen wird man im Unterricht auch bei andern Gelegenheiten stossen. Es sei in
diesem Zusammenhang auf die von vAN DER WAERDEN und andern Autoren vorge-
schlagene Einfithrung der natiirlichen Logarithmen hingewiesen [7, 8]. Dort steht im
Mittelpunkt der Betrachtungen ein derartiges Paar von perspektiven Affinititen
@, und D,, fiir welches x, - %,=1 ist, das heisst, die Abbildung @, 0P, ist dann
flaichentreu.

3. Das perspektiv-affine Bild eines Kreises

Es soll jetzt gezeigt werden, dass auch das schief-affine Bild eines Kreises eine
Ellipse ist.

Es sei @ eine perspektive Affinitit mit der Achse s; 4 und 4 sei ein korrespondie-
rendes Punktepaar. Wir denken uns in 4 bzw. A das invariante Rechtwinkelpaar
konstruiert.

Figur 5

Daneben betrachten wir jetzt eine Drehstreckung £ mit dem Zentrum S, dem
Drehwinkel ¢ und dem Streckungsfaktor ¢ = SA/SA (Figur 5). 2 ist die Zusammen-

4) Fiir zwei eineindeutige, das heisst umkehrbare Abbildungen ¥, und ¥, gilt allgemein
(Fro¥y)t=Wylo Wi

5) Wie zur Achse s, gibt es auch zu s, zwei Affinititen; ihre Verhaltnisse haben die Werte + a/b.
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setzung aus einer Drehung mit dem Zentrum S um den Winkel ¢ und aus einer
perspektiven Ahnlichkeit mit demselben Zentrum S und dem Streckungsfaktor o.
Die Bilder von 4, g und % bei der Abbildung £ sind mit A*, g* und 4* bezeichnet.
Infolge der besondern Anpassung von 2 an @ ist 4* = 4, g* =g und A* = h. Fiir
das Bild T* von T bei 2 gilt
A*T* =g -AT.

Weiter sei nun @, eine normale Affinitit mit der Achse s, = g = g* und mit dem

hiltni .
Verhiltnis T 1 AST

#u= Z5TF T ¢ AT

Die Zusammensetzung 2 o @, ist dann eine Abbildung, die sowohl S als auch 7 zu
Fixpunkten hat. Jede der beiden Partialabbildungen £ und @, ist geradentreu, fiithrt

Parallelen in Parallelen iiber und lisst das Teilverhiltnis von 3 Punkten auf einer
Geraden invariant. Diese Eigenschaften kommen daher auch der Direktabbildung
0@, zu. Auf Grund der Verhiltnistreue ergibt sich zunichst, dass jeder Punkt
der Verbindungsgeraden s von S und 7T ein Fixpunkt von £ o @, ist. Eine parallelen-
treue Abbildung mit der Fixpunktgeraden s ist nun aber stets eine perspektive
Affinitit mit der Achse s. Diese Tatsache ldsst sich direkt aus der Figur 6 ent-
nehmen. Sind g, und g, bzw. %4, und %, parallele Geraden, so sind auch g, und g,
bzw. h, und h, parallel. Daraus folgt aber, dass einerseits die Geraden 44 und BB
unter sich parallel sind und andererseits, dass die Geraden AB und 4B sich auf s
schneiden.

Da die als perspektive Affinitit mit der Achse s erkannte Abbildung 2 o0 @, den
Punkt A in den Punkt A iiberfiihrt, stimmt diese mit der urspriinglich gegebenen
Abbildung @ iiberein. Wir haben somit

D=009D,.
Es ist uns also eine Zerlegung der vorgegebenen perspektiven Affinitit @ in eine
Drehstreckung £ und in eine normale Affinitit @, gelungens®).

%) Diese Zerlegung ist nicht eindeutig. Man kann zum Beispiel auch mit einer Drehstreckung mit dem
Zentrum T beginnen.
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Bei der Abbildung £2 geht ein Kreis £ in einen Kreis £* iiber und dieser wiederum
wird durch die normale Affinitit @, im allgemeinen auf eine Ellipse & abgebildet
(k ist ein Kreis, wenn das Affinitdtsverhiltnis von @, den Wert 41 hat). Fassen
wir die Kreise als spezielle Ellipsen auf, so ist jetzt der folgende Satz bewiesen:

Satz: Das perspektiv-affine Bild eines Kreises ist stets eine Ellipse.

Mit diesem Ergebnis ist jetzt die Grenzstelle zwischen der metrischen und der
affinen Geometrie der Ellipse iiberschritten. Hier kann die Behandlung der affinen
Eigenschaften der Kurve einsetzen, wie sie sich etwa in der darstellenden Geometiie
in Verbindung mit der Parallelprojektion aufdringt.

Abschliessend sei noch bemerkt, dass die Idee der Aufspaltung einer beliebigen
perspektiven Affinitit in eine Drehstreckung und in eine normale Affinitit auch
dem von MULLER und KRUPPA in [9] angegebenen Aquivalenzbeweis zugrunde liegt.
Die beiden Teilabbildungen treten aber dort nicht offen hervor, so dass die Diskussion
ganz im Rahmen statischer Betrachtungen abliuft. M. JEGER, Luzern
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Ungeloste Probleme

Nr. 34. Es sei S die gewohnliche Kugelflidche, und p € S bezeichne einen variablen
Punkt. Weiter sollen p,€S (¢ =1, 2, 3, 4) die Eckpunkte eines der Kugelfliche ein-
beschriebenen Rechtecks bedeuten, wobei sich $; und p4 bzw. auch $, und p, diagonal
gegeniiberliegen sollen.

Ist @(p) eine reellwertige stetige Funktion auf S, so gibt es eine Spiegelung ¢ an
einer durch den Mittelpunkt von S hindurchgehenden Ebene derart, dass die Bedin-

gungen B0 1) =P 1s); P (o) = Dlo pa) @)

erfiillt werden ; hierbei bezeichnet ¢ $ den Bildpunkt zu .
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