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et, généralement

k fois
(n)
. 0©60...0
Hm ——i 2 & oo,
n =00

Je ne connais pas la réponse a ce probléme, mais je pense qu’elle est positive.
A. SCHINZEL

Kleine Mitteilungen

Extremaleigenschaften der Ecktransversalen des n-dimensionalen Simplex

Die Ecktransversalen durch einen beliebigen inneren Punkt P des x#-dimensionalen
Simplex 4, (¢ =1, ..., »n 4+ 1) schneiden die entsprechenden gegeniiberliegenden Grenz-
rdume in B; (1 =1,...,#%n 4+ 1). Bezeichnen wir mit R, 1 =1, ..., % 4+ 1) die Strecke
PA;, mit d; d1e Strecke PB,, so gilt bekanntlich?) die Unglexchung

. . 1n
R; - Xy Xy Hypqor Xppq)V

— 1
a; ¥

wenn man die entsprechenden baryzentrischen Koordinaten von P beziiglich der
Simplexeckpunkte mit x; (i =1, ..., n +1) bezeichnet. Nach einfacher Umformung

folgt aus obiger Ungleichung
n+1 1/n
()"
R.

ek} Ul A 1
5E e (1)
Sei nun
R. ---R.
Si= X gt Gueoi=lon), (2)
1/1<"'<14k 1 7

dann gilt die folgende Ungleichung:
S, = (" : 1) nk. (3)

Beweis: Wendet man die Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem
Mittel auf (2) an, so folgt, dass

741 R; - zk 1/(";1) . .
Skz( 5 )( H dl > , o (G e ig=1, ..., n41), (4)
1

<Lk

da die Gliederanzahl von S, sich als die Anzahl der Kombinationen k-ter Ordnung aus
n + 1 Elementen ergibt.
Aus (1) folgt, dass

d; - d; = i, \#+L)/n ()
(I
1
i

1) J. Scuorp, Uber eine E xtremuleigenschaft des Simplex im n-dimensionalen Raum, E1. Math. 13, 106-107
(1958).
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Setzt man (5) in (4) ein, so erhilt man

w1 \("71) &/n i
n-l—l)nk (gxt)

nt1 N\ (p2q) r1)/n
(11+)

da im Nenner der Faktor x}”* Lin (,7,)-mal — als die Anzahl der Kombinationen
(# — 1)-ter Ordnung aus # Elementen — vorkommt. Der in der Eckklammer befindliche
Ausdruck ist aber gleich eins, womit (3) bewiesen ist.

Gleichheit tritt nur dann ein, wenn sdmtliche x; (¢ =1, ..., » 4+ 1) gleich sind, also
wenn P der Schwerpunkt des Simplex ist. Die Ungleichung (3) ist fiir den Fallk =» +1
bekannt!). Fiir 2 =1 gab unldngst THEBAULT in den Dimensionen # =2 und % =3
einen einfachen geometrischen Beweis und vermutet fiir beliebige Dimensionen die oben
bewiesene Tatsache, dass S;=# (n 4 1) 2).

Bezeichnen wir mit #; den Abstand des inneren Punktes P vom der Simplexspitze 4;
gegeniiberliegenden Grenzsimplex, so gilt »; < d;.

Sei nun

R, - - R:
St= ) A (i, =1, 04 1), (6)

<<y Ty

so folgt aus (3) unmittelbar, dass auch
Sp= ("2’1) nb. (7)
J. Scaorp, Budapest

Bemerkungen zur Arbeit von F.Leuenberger iiber
«Einige Dreiecksungleichungenn»?)

Ein Dreieck mit den Seiten a; und den zugehorigen Hohen %; (¢ =1, 2, 3) habe den
Inkreisradius g. Dann gilt nach LEUENBERGER:

Lemmal: R
9 (4] éZk,i.

i=1

Eine Verfeinerung dieses Lemmas ist das folgende

Lemma 1*%:
3 1/3

t=1
Setzen wir
1/3
i

G(h;) = (ﬁh)
und T
3

Ah) =3 3'm,

i1

%) V. TutsavLt, Notes de géometrie élémentaire, Suppl-a Mathesis Nos 9-10, 1-4 (1958).
1) El Math. 13, 121-126 (1958).
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so folgt Lemma 1 aus Lemma 1*:

30<G(h) SAh) = i’
i=1

Beweis des Lemmas 7*: Ist v; der Abstand eines beliebigen inneren Punktes O von q;,

so gilt
3 3 3 1/3
v a;v; l= EARS _rl) _ 7
Zk _Z%hg ' 3 A(hi)=G<hi - gh;

i=1 "% 1=1

Fiir #; = v, = v3 =9 ergibt sich 3 ¢ = G(&;).

Das Gleichheitszeichen ist nur fiir das gleichseitige Dreieck giiltig.

Ist m; die Halbierende der Seite a; und # der Umkreisradius, so ist nach LEUEN-
BERGER!:

Lemma 2:

I

9y
5 -

3
2
i=1

Ein einfacherer Beweis gibt folgende Verfeinerung:

Lemma 2*%:
3
i=1

Bekanntlich gilt:
tmPm2(ed el ) —ad (=123
und
3 3 3
2 __ a? = 2y
,-;:mi = 72 ; Zsm (1)
Ferner ist

sin?a, 4 sin2oy + sin?a,

2

Aus dieser Identitit kann man sehen, dass das Maximum von

3
E Sin"‘ocl
i=1
erreicht wird fiir
cos(og—ot3) =1, cosa, =
das heisst fiir

oy = a.a: Ay = 600.

Der Maximumswert ist 24 1/4 = 9/4.
Andererseits haben wir nach der bekannten Ungleichung zwischen arithmetischem
und quadratischem Mittel

1 < 1 .
_3._1ggm,- = ~3—2m, . (2)

Aus (1) und (2) folgt Lemma 2*,
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Nach Lemma 1* und 2* haben wir den verfeinerten zentralen Satz:

3 1/3 3 3
9
903 h; < L < ine, < — 7.
o= (i! ,> —,'31 h, <37 I/M_S_1 sin?o; < 3 ¥

Anstelle von X'k, [Th; darf Y'm;, [[m; oder Y w;, [Tw; gesetzt werden (w; ist die
Halbierende des Winkels «;).
Gleichheit herrscht in jedem Falle im reguldren Dreieck und nur in diesem.
J. BERKES, Szeged

Rekursive Definition der Determinante

Die Determinante einer Matrix kann bekanntlich auf verschiedene Arten erklirt
werden. In der einschldgigen Literatur werden vor allem zwei Definitionen bevorzugt.
Die eine, auf LEiBN1z und CRAMER zuriickgehende, erklirt die Determinante als eine
Summe von kombinatorisch zu bildenden Produkten aus Matrixelementen; die andere,
die im wesentlichen von GrRassMANN und WEIERSTRASS stammt, setzt die Determinante
als eine gewisse Funktion der Zeilenvektoren der Matrix an. Die letztere Definition ist
unzweifelhaft die mathematisch tiefer gehende, setzt aber zu ihrem Verstindnis eine
einigermassen entwickelte Theorie der Vektorrdume voraus. Die Leibnizsche Definition
ist ganz elementar.

Eine der wichtigsten elementaren Formeln der Determinantenlehre ist diejenige,
welche die Entwicklung der Determinante nach einer Reihe (Zeile oder Spalte) aus-
driickt und durch welche die Berechnung einer Determinante #-ter Ordnung auf die
von Determinanten (# — 1)-ter Ordnung zuriickgefiihrt wird. Es liegt nun sehr nahe,
diese Formel direkt zu einer rekursiven Definition der Determinante zu beniitzen. In
einigen wenigen Werken findet sich tatsédchlich eine solche Definition; die betreffenden
Autoren schwenken jedoch sofort in die eine oder andere der beiden erstgenannten
Erklarungen ein, ohne die Entwicklungsformel konsequent auszuniitzen (vgl. etwa
v. MaNGcoLDT-KNOPP, Einfithrung in die héhere Mathematik, 11. Aufl. [1958], Bd. I,
S. 65 ff.).

Es moge daher hier eine rekursive Definition der Determinante Platz finden. Sie hat
den Vorteil, wie die Leibnizsche vollig elementar zu sein, zudem aber noch ohne kombi-
natorische Hilfsmittel auszukommen. Die Beweise der wichtigsten elementaren Sitze
werden recht iibersichtlich. Da es sich um ganz einfache Dinge handelt, mdgen kurze
Andeutungen geniigen.

Sei ||a,s|| eine Matrix n-ter Ordnung; ihre Determinante |a, | wird rekursiv nach
n folgendermassen erklirt:

n=1: |ay|=ay; n>1: [a,sl=A¢=2(—1)i+k“ikAi,k
%

(Summationen von 1 bis #). Dabei ist 4; j die Determinante derjenigen Matrix (» — 1)-ter
Ordnung, die wie iiblich aus ||a,|| durch Streichung der i-ten Zeile und der k-ten Spalte
hervorgeht. Die Vorzeichenfolge entspricht dem bekannten »Schachbrettmuster».

Damit diese Definition iiberhaupt einen Sinn hat, ist zu zeigen, dass die Zahlen 4;
vom Index ¢ unabhéngig sind, das heisst, dass gilt:

A1=A2= e ”—:A”.

Beweis: Es wird vollstindige Induktion nach » angewendet. Fiir » =1 und fiir
n =2 ist die Behauptung evident; sie sei bis (» — 1) als bewiesen angenommen und es
werde nun gezeigt:

Z(‘I)HP“wAl,p :2(“1)i+kadkAi,k (1=23,...,n). *)
4 k
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Nach Induktionsannahme lisst sich entwickeln:

A =2(~1)“"’ a1p Bi1,rp —ZJ(~1)1+19 a1p Bit,p-
p<k P>k
Die B;,, 1, bedeuten offenbar Determinanten von Matrizen (# — 2)-ter Ordnung, denen
die Zeilen 4, 1 und die Spalten %, p der urspriinglichen Matrix fehlen. Der Vorzeichen-
wechsel im zweiten Summanden rechts kommt dadurch zustande, dass sich infolge der
fehlenden %-ten Spalte das « Schachbrettmuster» daselbst um ein Vorzeichen verschiebt.

Analog gilt ' ‘
Ayp=— D (=1)**a;, By pr+ D) (— 1)tk a;, By oy
k<p k>p
Man setze nun die beiden Entwicklungen in (*) ein und bestimme sowohl links als auch
rechts den Koeffizienten eines festen B, zum Beispiel von B;, ,;=B,; , (¥ <s). Er
ergibt sich auf beiden Seiten iibereinstimmend zu

(=) Hetrts(ay, a5 — a;, a1).

Damit ist die Behauptung bewiesen und die Definition der Determinante vollzogen.
Ganz genau gleich ldsst sich zeigen, dass auch die analoge Entwicklung nach einer der
Spalten stets auf dasselbe Resultat fiihrt.

Bei den Beweisen zweier wichtiger Sdatze der elementaren Determinantenlehre wird
meistens bis auf die Definition zuriickgegangen: beim Laplaceschen Entwicklungssatz
und beim Multiplikationssatz. Es seien deshalb ihre Beweise im Rahmen der hier
gegebenen Definition kurz beschrieben.

Der Laplacesche Entwicklungssatz (Entwicklung einer Determinante nach %2 Reihen)
lasst sich mit derselben Methode beweisen wie sein soeben behandelter Spezialfall £ =1
(bei dessen Beweis iibrigens der Fall 2 = 2 miterledigt wurde). Soll man etwa fiir eine
Determinante #-ter Ordnung die Entwicklung nach % 4 1 gegebenen Zeilen nachweisen,
so entwickle man sie zuerst nach der untersten dieser Zeilen. Die dabei auftretenden
Determinanten (# — 1)-ter Ordnung konnen dann auf Grund einer Induktionsannahme
nach den restlichen % Zeilen entwickelt werden. Dadurch kommen Minoren (# — & — 1)-
ter Ordnung ins Spiel; deren Koeffizienten in der Gesamtentwicklung lassen sich —
wieder unter Beachtung des «Schachbrettmusters» mit dem Sprung bei der fehlenden
Spalte — leicht ermitteln und ergeben sich gemiss dem Laplaceschen Satze.

Der Multiplikationssatz erfordert ein etwas anderes Vorgehen. Gestiitzt auf die Ent-
wicklungsformeln, lasst sich wie iiblich das Verhalten der Determinante bei elementaren
Umformungen der Matrix (Vertauschung und Linearkombination von Reihen) angeben.
Der Matrizenrechnung entnimmt man nun den

Satz: Jede Matrix lisst sich durch geeignete Vertauschung ihver Spalten und Linear-
kombination ihver Zeilen entweder in eine Matrix mit mindestens einer, aus lauter Nullen
bestehenden Zeile oder in eine Diagonalmatriz mit von Null verschiedenen Diagonalglie-
dern viberfiihven. Ihve Determinante wechselt dabei hochstens das Vorzeichen.

Ist nun ein Matrizenprodukt 4B = C gegeben, so wende man das Verfahren des
soeben formulierten Satzes auf 4 an, wobei die notigen Vertauschungen der Spalten
von A durch entsprechende Vertauschungen der Zeilen von B kompensiert werden.
Entstehen dadurch die Matrizen 4’ und B’ mit dem Produkt A’B’ = C’, so sieht man
leicht ein, dass det C’ = det C. Der Multiplikationssatz der Determinantenlehre folgt nun .
unmittelbar aus der Form von 4’ und den Entwicklungsformeln. P. WILKER, Bern

Aufgaben

Aufgabe 313. Man suche jene zu einer gegebenen gleichseitigen Hyperbel 4 konzen-
trischen Ellipsen e, die durch das Polarsystem von % in sich {ibergehen. Charakterisiere
eine solche Ellipse ¢; zeige ferner, dass die genannten Ellipsen eine einparametrige Mannig-
faltigkeit bilden, und bestimme ihr Hiillgebilde. R. Bereis und H. BRAUNER, Wien
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