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Aufgaben 39

und x, ¥, .-+ ¥, = (—1)%¥—1 nach einigen Umformungen die Beziehung

__1)n+k—1

(n) —_ ( T n— l < .
Vv, 7 Vi_1 ) V 0=n<k;
dabei ist V;_, die Vandermondesche Determinante fiir x,, #,, ..., ¥, und Vk(—l)x 0
Daraus folgt
nt+l
Vi = (—1)n+k-1y, 12 0=n<k.
Nach (3) ist somit
n+1 1
A= i, Sa 3 v
n=0
also .
A, +0. (4)

Jetzt bilden wir die Zahlenfolge

k
an=2A,.xv", n=20,1,2,.

. v=1
Dann gilt
nik—1 n+k—1 k
2
n+k-— EA Pt = EA E xl = EA,x"
. =n u=n v=1
das heisst
nik-—1
anl_k= E a”.
" . p=n
Fiir den Quotienten
YA, P Ayl z'A,,x;(x”>
e = Py _ r=1 — v=2 :

Ay k k Xy m
24w A1+2Av(7)
y=1 =2

1
ergibt sich wegen (2) und (4)

lim ¢ =x".
m—>o00 M 1

A. Scu6nuHOFER und K. Zusgr, Miinchen

Aufgaben

Aufgabe 308. Es bedeute {x, x,, ..., #,} das kleinste geieinsame Vielfache der
natiirlichen Zahlen x,, %,, ..., x,. Man beweise, dass
ST
' ~ {1,2,...,n}
irrational ist. P. ErpnGs
Lésung: Wir verwenden den Primzahlsatz in der Form ({1, 2, ..., n} = er*tolm 1),

Hieraus folgt
{1,2,...,n}t=e" (14 o(n)).

1) Vergleiche E. TrRosT, Primsahlen, S. 56. Mit o(n) wird eine Grosse bezeichnet, die fiir #—> o0 nach
Null strebt.
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Es sei N so gross gewiahlt, dass fiir alle n > N
14 o(n)

1
T <k<

gilt. Dann hat man fiirzn > N

2{1, 2, ..,y < k(e — 1)23"’ =ke",

r>n r>n
Hieraus folgt
1,2,..., 1,2,...,
Q= .2:§12 ’” <:ki"_iﬁ_‘ﬁi==kwm’<]' *)
r>n

fiir geniigend grosses N. Wir nehmen jetzt an, dass

f{l, 2,...,r} = r
r=1

q 3
wo p und g natiirliche Zahlen sind. Ist # > ¢, so sind g und alle {1, 2, ..., 7} mitr < »
Teiler von {1, 2, ..., n}. Daraus folgt, dass () eine ganze Zahl ist, im Widerspruch zu (*).

Folglich ist die betrachtete Summe eine irrationale Zahl.
A. BAGER, Hjerring (Danemark)

Aufgabe 309. In der Ebene eines Dreieckes D vom Flicheninhalt 1 werden alle
Geraden gezeichnet, die von D éin Flichenstiick vom konstanten Inhalt 1 (0 < 1 < 4/9)
abschneiden. Man bestimme den Flicheninhalt des von den Geraden nicht iiberdeckten
Teiles von D. E. TrosT, Ziirich

Lésung Durch eine die Flichen erhaltende Affinitdt transformiert man das Dreieck
in ein gleichseitiges. Die zu berechnende Fliache ist dann begrenzt von drei kongruenten
Hyperbelbogen. Ein Drittel der komplementiren Fliche in D ist ein Fiinfeck, welches
begrenzt wird von einem dieser Bogen, den beiden Dreiecksseiten, welche seine Asym-
ptoten bilden, und den Loten von den Endpunkten des Bogens auf die je benachbarte
Seite. Dieser Drittel werde zerlegt in einen Rhombus, gebildet von den Asymptoten und
den Parallelen dazu durch den Scheitel, in zwei symmetrisch anschliessende Parallel-
streifen und zwei Hilften eines gleichseitigen Dreiecks.

Die Gleichung des Bogens, bezogen auf seine Asymptoten, lautet dann » y = 4/)/3.

Sein Endpunkt auf der Symmetrieachse 2 ¥ + y = 2/ V3 des Dreiecks hat die Abszisse
1+V1—21
2V3

Der Bogenscheitel hat die Abszisse x, = V/l/ /3. Das Parallelogramm hat die Fliche
A/2. Die beiden rechtwinkligen Dreiecke haben zusammen die Fldche

1—A—-)Y1-212
2 .

x1=‘—

2
-

Die beiden Streifen zusammen ergeben die Fliche

—_ X
2 V3/ydx=,uni’.h=zl 1+Vi-22
2 Xe 2}/1

%o

Addition dieser Bestandteile, Verdreifachung und Subtraktion von D ergibt
14+)Y1-212
2ya

C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht

1 3
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Weitere Losungen sandten L. Kierrer, (Luxemburg), H. MEeiL1 (Winterthur),
K. GrRUN (Steyr).

Aufgabe 310. Es sei 4 ein konvexer Rotationskorper des gewdhnlichen Raumes
mit der Oberfliche F. Bezeichnet f den Flicheninhalt eines Meridianschnittes von A4
(Schnittbereich von 4 mit einer durch die Achse hindurchgelegten Ebene) und f, den
Fliacheninhalt eines Aquatorschnittes (Schnittbereich von A mit einer auf der Achse
orthogonal stehenden Ebene, die einen griossten Breitenkreis ausschneidet), so gilt die
Ungleichung

Fsnf+2f,,

wobei das Gleichheitszeichen fiir den Zylinder beansprucht wird. Fiir diese Aussage
ist ein moglichst einfacher Beweis zu geben. H. HADWIGER, Bern

Lésung des Aufgabenstellers: Setzt man D(A) = = f+ 2 f, — F, so gilt, wie man mit
einfachsten Uberlegungen einsehen kann, die Beziehung D(4) = D(B) + D(C), falls
A durch eine zur Achse orthogonal gefiihrte Ebene in die beiden Teilkdrper B und C
zerlegt wird. So resultiert allgemeiner

D(4)= }'D(4)) ()
1

bei einer entsprechenden Zerlegung von 4 in die » Teilsegmente A,. Fiir einen Kegel-
stumpf T mit der Hohe # und den beiden Deckradien p und ¢ (p = q) ergibt sich

D(T)==a(p+q)(p—qg+h—)p—q+ 1), (b)
so dass D(T) = 0 abgelesen werden kann. Mit (a) folgt jetzt
D(4)=0 (c)

Hir einen polygonalen Korper 4, der sich in endlich viele Kegelstumpfsegmente zer-
schneiden ldsst. Nun resultiert die Giiltigkeit von (c) fiir allgemeine konvexe Rotations-
korper mit iiblichen Stetigkeitserwédgungen. Die Aussage (c) ist mit der zu beweisenden
Upgleichung identisch. Die Bemerkung iiber die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens ist
direkt verifizierbar.

Im wesentlichen dieselbe Lésung sandte H. MEILI (Winterthur). Eine weitere Losung
legte A. BAGER (Hjorring) vor.

Aufgabe 311. Soit P,, P,, ... une suite de points distincts partout dense dans
I'intervalle (0, 1). Les points P,, P,, ..., P,_, subdivisent 'intervalle en » parties et le
point P, divise I'une d’elles en deux parties. En désignant par a, et b, les longueurs de
ces deux parties, démontrer que

ke 1
Zan bn = "2— %

n=1
J. KaAraMATA, Genéve

Solution: Let P,, P, ..., P, divide the interval (0, 1) into the sub-intervals I, ,, I, ,,
..., I,, and put

n
Gn=2|lnk|2 (0'0:"1)'
k=0

where |I,,] is the length of I,;. If
My = Orgggnl Ll
then because the P, are everywhere dense it follows that

limu, =0,
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and consequently
limo, = 0. (*)

Let P, denote the right hand neighbor of P, and P, the left hand neighbor; then if
X, is the abscissa of P, we have

Oy 1 — Op= (Xr"" Xs)z'"' (Xn_’ Xs)2 - (Xr‘" Xn)2
—2X,X,+2X,X,— 2X? —2X, X,
= 2(X, - X,) (X, — X))

=2a,b,.

” n
1 — G” ZZ(O'k_l— O'k) = ZZak bk’
k=1 k=1

Using (*) we get
1

akbk:—‘—z‘,

DM

k=
Remark. 1f in place of g, we define
n
o!?) =2unk,p ,
k=0

Gi,p_)_l - U;p) = (Xr - Xs)p - (Xn - Xs)p - (Xr - Xn)p

= (a”+bn)f’—a£——b£,

[

then as above

which yields

[ o]
Dla,+ )P —ah—bh=1 (pz22).
n=1
L. Carcritrz, Duke University,
Durham, N. C. (USA)

Weitere Losungen sandten A. BAGER (Hjerring), A. ANDRE (Ziirich), C. BINDSCHED-
LER (Kiisnacht), H. KumMER (Langenthal), H. MEIL1 (Winterthur).

Aufgabe 312. Esist zu zeigen, dass die Polarachse und die Geraden ¢ = 4 arccos 10,5
den Umfang der Lemniskate #» = a }/cos2 ¢ in acht Kurvenbogen von gleicher Lénge
zerlegen. R. Rosg, Saarbriicken

Lésung des Aufgabenstellers: Aus Symmetriegriinden geniigt es, zu zeigen, dass die
Gerade g, = arccos §/0,5 den im ersten Quadranten liegenden Kurventeil der Lemnis-
kate in zwei Bogen s, und s, von der gleichen Linge zerlegt. Es ist

Die Substitution tg ¢ = ¢ ergibt

Aus
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ergibt sich durch die Substitution |/cos2 ¢ = u

Also ist

31252.

Eine weitere Losung sandte K. ScHuNk (Neunkirchen, Saar).

Neue Aufgaben

350. Die Zahlen xy, x,, ..., # sind (willkiirlich) gegeben, und fiir n =% 41, % 4 2,

357.

352.

353.

k+3,...ist x, durch die Rekursionsbeziehung

X = ¥p_1t¥p_ot -+ ¥, 4
r k

bestimmt. Man beweise, dass

. 4+ 2x,+ 324+ Ry
R ey . gy

G.P6Lya, Stanford (California)

Man beweise: Ist p eine Primzahl der Gestalt 4% + 3, so ist ¢ =2 +1 dann und
nur dann Primzahl, wenn #2=2 (modgq) 16sbar ist und

(14+#)9-1=1 (modgq)
gilt. J. PIEHLER, Leuna

Es sei O, das Orthozentrum des dem Kreis # mit dem Radius » einbeschriebenen
Dreiecks 4, A4,A4;, O, das Orthozentrum des Dreiecks B, B, B,, das auch dem
Kreise %k einbeschrieben ist. Man beweise

0,0, < 4v+u,

wo u=Min4,;B;, 4,7 =1, 2, 3. E.Jucovié, PreSov (CSR)
Es sei T der Schwerpunkt des dem Kreise # mit dem Radius » einbeschriebenen
Dreiecks A,4,A4,, T, der Schwerpunkt des ebenfalls 2 einbeschriebenen Dreiecks
B, B, B;. Man beweise

e 4 u
TIT.".. < L;———_ ’

wo #=Mind,;B;, 4,7=1, 2, 3. E.Jucovig, PreSov (CSR)

Aufgaben fiir die Schule

Es wird kein Anspruch auf Originalitit der Aufgaben erhoben; Autoren und Quellen werden im allgemeinen
nicht genannt. Die Daten fiir Aufgaben aus der Darstellenden Geometrie sind durchweg so festgelegt, dass
der Ursprung des Koordinatensystems in der Mitte des linken Randes eines Blattes vom Format A 4 gewihlt
werden soll, x-Achse nach rechts, y-Achse nach vorn, z-Achse nach oben, Einheit 1 cm. Anregungen und

Beitrige sind zu senden an Prof. Dr. WiLL1 LUssy, Biielrainstrasse 51, Winterthur.

1. Stehen in einem Sehnenviereck die Diagonalen senkrecht aufeinander und fillt man
vom Diagonalenschnittpunkt die Lote auf die Vierecksseiten, so sind die Fusspunkte
die Ecken eines Sehnen-Tangenten-Vierecks.
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2. A, B, Cliegen auf einer Gerade, P ist ein Punkt ausserhalb dieser Gerade. Die Umkreis-
mittelpunkte der Dreiecke A BP, ACP, BCP und der Punkt P sind stets die Ecken
eines Sehnenvierecks.

3. In einem spitzwinkligen Dreieck A BC zeichnet man die Kreise mit den Durchmessern
AC und BC. Der Kreis durch 4 und C schneidet %, in B, und B,, derjenige durch B
und C schneidet %, in 4, und 4,. 4,B,4,B, ist ein Sehnenviereck mit dem Umkreis-
mittelpunkt C.

4. Dreht man ein Sehnenviereck in seinem Umkreis um einen beliebigen Winkel, so sind
die Schnittpunkte entsprechender Seiten die Ecken eines Parallelogramms.
p Ziehe durch die Schnittpunkte die Senkrechten zu den Verbindungsstrecken mit dem
Umkreismittelpunkt. Die Schnittpunkte sind die Seitenmitten des entstehenden Vier-
ecks.

5. Ein Sehnen-Tangenten-Viereck hat einen festen Umkreis und zwei feste Gegenecken.
Welches ist der geometrische Ort seines Inkreismittelpunkts ?
p Der geometrische Ort ist der Kreis, der den festen Umkreis in den festen Punkten
orthogonal schneidet.

Literaturiiberschau

J. D. CoBINE: Gaseous Conductors
XX und 606 Seiten mit mehr als 600 Abbildungen und Tafeln. Dover Publications, New York 1958

Es handelt sich um einen mit den Korrekturen des Verfassers versehenen, aber
sonst unverdnderten Neudruck gemiss der ersten Auflage aus dem Jahre 1941. Der
Neudruck erfolgte angesichts der steten Nachfrage in den Vereinigten Staaten, wobei
es dem Autor nicht moéglich war, eine an sich beabsichtigte Neubearbeitung vorzu-
nehmen. Auf dem Gebiet der Gasentladungen sind natiirlich in der Zwischenzeit manche
Weiterentwicklungen zu verzeichnen, wobei insbesondere gewisse Spezialanwendungen,
iiber die 1941 noch nicht viele zusammenhidngende Kenntnisse bestanden, wie zum
Beispiel der Durchschlag von Gasen bei Mikrowellen, eine besonders intensive Bear-
beitung erfahren haben. Da jedoch das Werk in erster Linie als Lehrbuch geschaffen
wurde, mit welchem grundlegende Kenntnisse vermittelt werden sollen, ist es dank der
hervorragenden Darstellung dieser Grundlagen auch heute keineswegs als veraltet zu
bezeichnen. Wihrend man es also nicht zu Rate ziehen wird, um die neuesten quantitati-
ven Angaben iiber Gasentladungen zu erhalten, wird es dem Studenten und Ingenieur,
der sich in das Gebiet einarbeiten will, sehr gute Dienste leisten. W. DRUEY

J. PETERS: Kreis- und Evolventenfunktionen
2. Auflage, 217 Seiten. Verlag Dﬁmnﬂer, Bonn 1951

Das vorliegende, fiir Ingenieure bestimmte handliche Tabellenwerk ist eine photo-
mechanische Wiedergabe der ersten Auflage (1937) und zeigt daher bis auf den Ersatz
#dlterer durch neuere Formelzeichen keine Anderungen. Den grossten Teil des Buches
(181 Seiten) nehmen die sechsstelligen natiirlichen Werte der sechs trigonometrischen
und die bis a = 37° sechs- und nachher fiinfstelligen Werte der Evolventenfunktion
eve =tga — arca = arc® ein. Dabei bedeutet o« den Winkel des Radius OP mit der
Evolvententangente in P, und # den Polarwinkel. Diese Funktionen sind in « in Hun-
dertstel des (Alt-) Grades umd in sechsstelligem Bogenmass, in 4 in vierstelligem
Gradmass tabelliert. Ferner sind die ersten Differenzen aller Funktionswerte beigefiigt,
doch sind die aufeinanderfolgenden Tabellenwerte so dicht und genau, dass fiir viele
praktische Aufgaben keine Interpolation nétig -ist. Der Ingenieur findet im Anhang
noch eine Anzahl Tabellen fiir die Zahnradtechnik und eine Zusammenstellung von
Formeln fiir Ridder mit Evolventenzihnen. A.HAUSERMANN
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