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Uber eine elementargeometrische Aufgabe, die auf ein
klassisches Problem der Geometrie fithrt

In zwei Ebenen ¢ und &', die auch identisch sein kénnen, ist je eine Gruppe von
féinf Punkten P,, P,, P,, P,, P, bzw. P/, P,, P;, P,, P, gegeben, wobei je zwei Punkte
der beiden Gruppen mit demselben Index einander zugeordnet sein sollen. Wir fragen
nun nach zwei Punkten S und S’ in den Ebenen ¢ bzw. ¢’ von der Eigenschaft, dass
das Strahlenbiischel, das sich durch Projektion der Punkte der ersten Gruppe aus
dem Punkt S in der Ebene ¢ ergibt, kongruent ist dem Strahlenbiischel, das durch
Projektion der Punkte der zweiten Gruppe aus dem Punkt S’ in der Ebene ¢’ ent-
steht, wobei je zwei Strahlen der beiden Biischel, die durch zugeordnete Punkte der
beiden Punktegruppen hindurchgehen, einander entsprechen sollen.

Nun sind bekanntlich zwei Strahlenbiischel dann und nur dann kongruent, wenn
sie projektiv so aufeinander bezogen sind, dass die isotropen Geraden der beiden
Biischel einander entsprechen. Bezeichnen wir also die absoluten Kreispunkte der
Ebene ¢ mit J und K und jene der Ebene ¢’ mit /' und K’, so beinhaltet die oben ge-
stellte Aufgabe die Forderung, dass das Strahlenbiischel, das sich durch Projektion
der sieben Punkte P,, B,, F,, P,, P,, J, K aus dem Punkt S in der Ebene ¢ ergibt,
projektiv sei jenem Strahlenbiischel, das sich durch Projektion der sieben Punkte
P, P, P, P/, P, ], K'in dieser oder in der Anordnung P/, P;, P,, P/, P,,K', J'
in der Ebene ¢’ ergibt. Sind die beiden Ebenen ¢ und ¢’ identisch und stellen J und J*
und K und K’ jeweils denselben absoluten Kreispunkt der Ebene ¢ = ¢’ dar, so sind
im ersteren Falle die beiden Strahlenbiischel gleichsinnig und im zweiten Falle un-
gleichsinnig kongruent.

Die Aufgabe nun, zwei Gruppen von je steben Punkten einer Ebene, die paarweise
aufeinander bezogen sind, aus zwei Punkten dieser Ebene durch projektive Strahlen-
biischel zu projizieren, stellt ein klassisches Problem der Geometrie dar und wird als
das Problem der Projektivitit bezeichnet?).

Liegen die beiden Punktgruppen in verschiedenen Ebenen, so bedeutet dies natiir-
lich keine wesentliche Verallgemeinerung des Problemes.

Wir geben hier zunichst eine einfache Losung des Problemes der Projektivitiat und
wenden diese dann auf die Durchfiihrung der eingangs gestellten Aufgabe an.

1) M.Cuasces, Nouv. Ann. Math. 14, 211 (1855).
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Wir gehen von zwei Ebenen ¢ und ¢’ aus, legen in diesen projektive Koordinaten,
%, 9, zbzw. ', y’, 2’ fest und betrachten die bilineare Beziehung

Apnxx + apxy + a3x 2 ‘l
+auyx +anyy +angy? (1)
+ an2x" tagzy +azz =0 [

zwischen den Koordinaten in den beiden Ebenen. Wir setzen dabei voraus, dass die
aus den Koeffizienten von (1) gebildete Determinante nicht verschwinde, dass also

@13 Gyp Gy3

A= ay ay ay| *0 (2)

] @31 QAzp dgg
sei.

Die vermoge (1) zwischen den Ebenen ¢ und &’ hergestellte geometrische Beziehung
bezeichnet man bekanntlich als Korrelation und nennt zwei Punkte P(x,vy,z) und
P'(x',y', 2') von € bzw. ¢’, deren Koordinaten der Gleichung (1) geniigen, konjugiert.

Schreibt man (1) in der Form

(@n%+any+a52) 2" + (@125 + g9V + 32) Y’ + (13 % + A3y + a332) 2" =0,  (3)

so erkennt man, dass wegen (2) ausnahmslos jedem Punkt P(x,y,2) von ¢ als Gesamt-
heit der zu P konjugierten Punkte in &’ eine Gerade p’ entspricht, wobei die Zuord-
nung zwischen den Punkten von ¢ und den Geraden von ¢’ umkehrbar eindeutig ist.

In vollig analoger Weise entspricht jedem Punkt P'(x', y’, z’) von ¢’ als Gesamt-
heit der zu P’ konjugierten Punkte in ¢ eine Gerade p, wobei die Zuordnung zwischen
den Punkten von ¢’ und den Geraden von ¢ wieder umkehrbar eindeutig ist. Liegt da-
bei der Punkt P in ¢ auf der Geraden p, so geht umgekehrt die Gerade ' in ¢
durch den Punkt P’ hindurch.

Da schliesslich die Gleichung (1) acht unabhingige Koeffizienten enthilt, ist eine
Korrelation zwischen zwei Ebenen durch acht Paare von konjugierten Punkten be-
stimmt.

Wir setzen nun voraus, dass die Determinante 4 verschwinde und vom Range
Zwei sei.

Die drei Geraden

Ay X+ agy+agpz=0,
A1 X + Ay + a2 =0,

a13x+a23y+a33z=0

der Ebene ¢ schneiden sich dann in einem Punkt S(%, ¥, 2) dieser Ebene, und zu diesem
Punkt sind, wie man aus (3) erkennt, alle Punkte der Ebene ¢’ konjugiert.
Nun kann man (1) aber auch in der Form

(@1 %" + @19 Y + B19 7)) X+ (A1 &' + Age V' + Ag3 2') Y + (G5 % + A3y + Ag32') 2=0 (4)
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schreiben. Wegen A4 = 0 schneiden sich nun auch die drei Geraden

ay ¥+ apy + a2 =0,
A X'+ Ay Y’ + 32" =0,

Ag) %' + Agpy' + ag3 2’ =0

der Ebene ¢’ in einem Punkt S’(%',y’,2’) dieser Ebene, und zu diesem Punkt sind, wie
man aus (4) erkennt, alle Punkte der Ebene ¢ konjugiert.

Die Punkte S und S’ sind singuldre Punkte der Korrelation, die dann als ausgeartet
bezeichnet wird.

Wie weiter aus (3) ersichtlich ist, entspricht jedem von S’ verschiedenen Punkt
P’ von ¢’ als Gesamtheit der zu P’ konjugierten Punkte in ¢ eine Gerade p, die durch
den Punkt S hindurchgeht. Umgekehrt entspricht wegen (4) jedem von S verschiede-
nen Punkt P von ¢ als Gesamtheit der zu P konjugierten Punkte in ¢’ eine Gerade #’,
die durch den Punkt S’ hindurchgeht. Liegt dabei der Punkt P auf der Geraden »,
so geht die Gerade p’ durch den Punkt P’ hindurch, und zu jedem Punkt von p ist
jeder Punkt von p’ konjugiert.

Geht man von einer beliebigen Geraden p des Biischels S in ¢ aus, so entspricht ihr
als Ort aller Punkte, die den von S verschiedenen Punkten von p konjugiert sind, in &’
eine Gerade p’ des Biischels S’. Die so zwischen den Strahlenbiischeln S und S’ herge-
stellte geometrische Verwandtschaft ist nun, wie man leicht erkennt, eine Projektivitat.

Schneidet man nidmlich die Biischel S und S’ bzw. mit den Fundamentalgeraden
z =0 und 2z’ = 0 der in den Ebenen ¢ und ¢’ festgelegten Koordinatensysteme, so be-
steht zwischen den Koordinaten der Schnittpunkte Q(x,y,0) und Q'(x’, y’, 0) je
zweier entsprechenden Geraden der beiden Biischel S und S’ mit den betreffenden
Fundamentalgeraden in ¢ und ¢’ wegen (1) die bilineare Beziehung

Ay xx + axy + anyx' +agyy =0.

Demnach sind also die Punktreihen Q und Q' und daher auch die Strahlenbiischel
S und S’ projektiv.

Besteht also zwischen zwei ebenen Systemen ¢ und ¢’ eine ausgeartete Korrelation,
so gibt es in jeder der beiden Ebenen je einen singuliren Punkt S bzw. S’, und zwi-
schen den Strahlenbiischeln S und S’ besteht eine Projektivitit von der Art, dass je
zwei konjugierte Punkte der zwei ebenen Systeme entsprechenden Strahlen der bei-
den Biischel S und S’ angehéren.

Legt man umgekehrt in zwei Ebenen ¢ und ¢’ zwei projektive Strahlenbiischel S
und S’ fest, so ist damit, wie man leicht erkennt, in eindeutiger Weise eine ausgeartete
Korrelation zwischen den beiden Ebenen definiert, fiir welche je zwei entsprechenden
Strahlen der beiden Biischel angehérende Punkte konjugiert sind.

Wie wir gesehen haben, ist eine nichtausgeartete Korrelation zwischen zwei Ebe-
nen durch acht Paare von konjugierten Punkten bestimmt. Da nun die Koeffizienten
einer ausgearteten Korrelation der Bedingung A = 0 geniigen, ist eine ausgeartcte

Korrelation zwischen zwei Ebenen durch sieben Paare von konjugierten Punkten
bestimmt.
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Das Problem der. Projektivitit beinhaltet nach dem oben Gesagten die Aufgabe,
zu sieben gegebenen Paaren von konjugierten Punkten die zugehérigen ausgearteten
Korrelationen zu bestimmen. Die Aufgabe hat, wie allgemein bekannt und wir noch
des niheren ausfithren werden, drei Lésungen, von denen, wie bei jeder Aufgabe drit-
ten Grades, mindestens eine reell sein muss.

Es sollen nun also in den Ebenen ¢ und ¢’ je sieben Punkte P,, P,, B, P,, P,, P,, P,
bzw. P/, P,, P;, P,, P, P,, P, gegeben sein?), und wir fragen nach den ausgearteten
Korrelationen zwischen den beiden Ebenen, fiir welche je zwei Punkte P, P/
(¢=1, ..., 7) konjugiert sind.

Wir legen zunédchst in den Ebenen ¢ und ¢’ projektive Koordinaten (x, y, 2z) bzw.
(x', 9', 2') fest, wobei wir in ¢ die Punkte P,, P;, P, und analog dazu in ¢’ die Punkte
F,, F/, P, bzw. als Fundamentalpunkte (1, 0, 0); (0, 1, 0); (0, 0, 1) der Koordinaten-
systeme wihlen. Die Koordinaten der weiteren Punkte bezeichnen wir dann in der
folgenden Weise: Pi(x;, v;, z); P/ (%, v, %), 6=1,...,4).

Nun sind, wie wir gesehen haben, die Korrelationen zwischen zwei Ebenen
durch bilineare Gleichungen zwischen den Koordinaten in diesen Ebenen, durch
Gleichungen also von der Form (1) gegeben. Fragen wir nun zunichst nach allen un-
endlich vielen Korrelationen zwischen den Ebenen ¢ und &', fiir welche die sieben
Punktepaare (P, P/), (¢ =1, ..., 7) Paare konjugierter Punkte darstellen, so ergeben
sich, wenn man in (1) der Reihe nach die Koordinaten je zweier konjugierter Punkte
P, und P/ einsetzt, sieben Gleichungen fiir die neun Koeffizienten von (1).

So ergibt sich aus dem Punktepaar F(1, 0, 0); F,(1, 0, 0), dass a4y, =0, aus dem
Punktepaar F(0, 1, 0); F;(0, 1, 0), dass a4, =0 und schliesslich aus dem Punkte-
paar P,(0,0, 1); F;(0, 0, 1), dass ags = 0 ist.

Setzt man in (1) a;, = a4 = ag3 = 0, so vereinfacht sich diese Gleichung zu

15y + a3 %2 + anyx + apyz +a52x +azpzy =0. (5)

Durch Heranziehung der vier weiteren Punktepaare (P,, F)), (B, B), (B, F),
(P,, P)) ergeben sich nun aus (5) fiir die restlichen secks Koeffizienten a,,, a,5, @9, g3,
a3, , agy die vier Gleichungen
Bip %1 Yy + Brs 01 % + By Y1 %y + Gy Y12 + A5 7y ¥y + B 2y ¥ =0,
@1s %3 Yy + G153 %a %y + Ay Vo %y + Ags Yo 2y + Ay Za X%y + A3 23 Y, = 0,

’ ’ ’ ’ ’ I_
Grg %3 Yy + G13 X3 Zg + Agy V3 Xy + Agg Y3 23 + Qg1 23 Xy + A3 23Y3 = 0,

’ ’ 7 4 7 ’
Ara Xy Yy + B1g Xg 2y + Agy Vg g + Agg Vg 2, + A3y 24 Xy + 4392, Y, = 0.

Wenn wir nun aber zusitzlich einem der in ¢ gegebenen Punkte P, also etwa dem
Punkt P, in ¢’ eine beliebige durch P, hindurchgehende Gerade p, (Figur 1) als kor-
relativ entsprechend zuordnen, so ist, wie man leicht erkennt, in eindeutiger Weise
eine Korrelation zwischen den Ebenen ¢ und &’ festgelegt.

%) Wir setzen dabei voraus, dass keine drei in derselben Ebene gegebene Punkte auf einer Geraden
liegen.
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Der Schnittpunkt P, der Geraden p; mit der Fundamentalgeraden #’ = 0 des Ko-
ordinatensystemes in.¢’ — wir bezeichnen seine Koordinaten mit (0, y;, ;) — ist nim-
lich auch zum Punkt P, konjugiert, und setzen wir also die Koordinaten der Punkte
P, und P in (5) ein, so ergibt sich fiir die Koeffizienten ayy, a4, a3, @93, a5, , a3, die
weitere Gleichung

Q9 % + a3 Eg =0. (7)

Durch fiinf Gleichungen sind diese sechs Koeffizienten aber dem Verhiltnis nach be-
stimmt, und die Korrelation ist somit festgelegt.

Die dann dem Punkt P von ¢ in der Ebene &’ korrelativ entsprechende Gerade p,

kann nun sehr leicht bestimmt werden. Der Schnittpunkt P dieser Geraden mit der
Fundamentalgeraden y’ = 0 des Koordinatensystems in ¢’ — wir bezeichnen seine Ko-

40, 0.1)

5//,0,0/

LR‘\/QLU/

Figur 1

ordinaten mit (X4, 0, Zg) — ist ja zum Punkt P, konjugiert, so dass sich durch Einsetzen
der Koordinaten dieser beiden Punkte in (1) die Gleichung

gy %o+ Agz 7= 0 (8)

ergibt. Durch (8) ist aber der Punkt P, und damit auch die Gerade p, bestimmt.
Wegen (6), (7) und (8) bestehen nun zwischen den sechs Koeffizienten a,,, 4,3, 4y,
g3, Ag;, Ay die sechs linearen homogenen Gleichungen

-—p b 4
@12 Y5 + 13 % =0,
—f -7 . O
A9y Xg + Qg3 Zg =V,
’ ’ ’ 14 ? r’ _ O
Qe X1 Yy + W13 %12, + Ay V1 X3 + g3 Y1 % + B3 %1 X + g%, Y, =0,
’ 7 4 ’ ’ 7 — 0
Q19 Xg Vg + B33 Xg 2y + Agy Vo Xg + Ag3 Yo 25 + A3y Z3 X5 + 33 23 Y3 = 0,
’ ’ 4 ’ r’ ’
A9 X3 Vg + Gy Xg %5 + A9y Vg Xg + gy Y3 23 + Agy Z3 X + Az 23 Y5 =0,

’ ’ ’ ’ ’ ’
Big %4 Vo + B1g Xy Zg + By Yo X + Aoz Vo 2y + 831 24 %y + G332, Y, =0,
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und eliminiert man aus diesem Gleichungssystem diese sechs Koeffizienten, so ergibt
sich die Gleichung

Vs s 0 0 0 0
0 0 A Zg 0 0
!’ ’ ’ ’ ’ 4
X111 %1% Ni% Nk YSx%p AN
!’ I I ’ 7 4
XoYo Xg2 YaZXg Yol RpXg 23Y,

4 ’ ’ ' ’ 7
X3¥3 X325 VY3¥%3 Y333 23Xz 233

14 ’ ’ ’ 4 ’
X4Ys X424 YaXqg Ya2y 24Xy 2V,

Sie stellt, wie man durch Entwicklung der Determinante unmittelbar erkennt, eine
bilineare Beziehung zwischen den Koordinaten %,, z, des Punktes P, auf der Geraden
x' =0 und den Koordinaten y,, z, des Punktes P, auf der Geraden y’ = 0 dar. Wir
schreiben sie kurz in der Form

(4 Y5 + B Z) % + (Cy5 + D7) % =0, )

wobei die Koeffizienten 4, B, C, D lediglich die Koordinaten der gegebenen Punkte
enthalten.

Ordnet man dem Punkt F; von ¢ eine beliebige durch den Punkt P, hindurch-
gehende Gerade p; von ¢’ korrelativ zu, so ist damit, wie wir gesehen haben, in ein-
deutiger Weise eine zu den sieben Paaren konjugierter Punkte (B, F), (¢=1,...,7)
gehoérende Korrelation zwischen den beiden Ebenen ¢ und &’ bestimmt. Lisst man
die Gerade p; in ¢’ das Strahlenbiischel mit dem Scheitel P, durchlaufen, so ergeben
sich alle diese Korrelationen, zu denen natiirlich auch die ausgearteten gehéoren.

Beschreibt die Gerade p, in der Ebene ¢’ das Strahlenbiischel mit dem Scheitel P,
so beschreibt die dem Punkt F; von ¢ jeweils korrelativ entsprechende Gerade p, in
¢’ das Strahlenbiischel mit dem Scheitel ;. Nun sind die von diesen beiden Biischeln
bzw. auf den Geraden ' = 0 und y’ = 0 in der Ebene ¢’ ausgeschnittenen Punktreihen
P, und P] wegen (9) projektiv, so dass also auch die beiden Strahlenbiischel selbst
projektiv sind. Die beiden Biischel erzeugen demnach einen Kegelschnitt 1, der durch
die beiden Punkte P, und P, hindurchgeht.

Natiirlich besteht zwischén je zwei der Punktepaare (P, P/), (¢=1,...,7) ein
dem hier zwischen den Punktepaaren (P, F) und (F,, F,) dargelegten vollkommen
analoger Sachverhalt. So ist in jeder duich beliebige Wahl der Geraden p, als Strahl
des Biischels P, zwischen den Ebenen ¢ und ¢’ festgelegten Korrelation dem Punkt
P, von ¢ eine Gerade p; durch den Punkt P} in ¢’ Korrelativ zugeordnet, und be-
schreibt die Gerade p, in ¢’ das Strahlenbiischel P;, so beschreibt die Gerade p, ein
zu diesem projektives Strahlenbiischel mit dem Scheitel P;. Das Erzeugnis der beiden
Strahlenbiischel ist demnach ein Kegelschnitt %, der durch die Punkte P, und P, hin-
durchgeht.

Bei jeder zu den sieben Paaren konjugierter Punkte (B, P/), (¢ =1, ..., 7) geho-
renden ausgearteten Korrelation zwischen den Ebenen ¢ und ¢ miissen nun die den
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Punkten P, F,, P, von ¢ bzw. korrelativ entsprechenden Geraden p;, p,, p; von ¢’
durch den dieser Ebene angehorenden singuliren Punkt der Korrelation hindurch-
gehen. Dieser Punkt muss demnach jedem der beiden Kegelschnitte / und & angeho-
ren und daher in einen der drei von F, verschiedenen Schnittpunkte dieser beiden
Kegelschnitte fallen.

Ist umgekehrt S’ einer dieser drei Schnittpunkte, so ist in der entsprechenden Kor-
relation zwischen den Ebenen ¢ und ¢’ dem Punkt S’ von ¢’ jeder der drei Punkte
P, B, P,, die der Voraussetzung nach nicht in einer Geraden liegen, in ¢ konjugiert.
Die Korrelation ist also ausgeartet, und S’ ist der der Ebene ¢’ angehorende singulire
Punkt.

Zu sieben Paaren konjugierter Punkte gibt es also dres ausgeartete Korrelationen,
und durch sie sind in der bereits angegebenen Weise die drei Lisungen des Problems der
Projektivitit gegeben. (Schluss folgt im nichsten Heft.) L. HorFMANN, Wien

Zu einem Satz von P. Erdos

R;, Ry, Ry und r,, 74, 7, seien die Abstinde der Ecken bzw. Seiten eines Dreiecks
von einem beliebigen inneren Punkt O des Dreiecks. Von P. ERDOS stammt die Un-
gleichung?) (S. 12)

Ri+ Ry+ Ry=2(ri+ 73+ 73), (1)

in der Gleichheit nur fiir ein reguldres Dreieck mit dem Mittelpunkt O gilt.
Hier wird allgemeiner fiir beliebiges £ bewiesen (M} = k-tes Potenzmittel):

My (R,, Ry, Ry)
My (71,72, 73)

=2 fir [k <1,

(2)
> 22Uk fiar k| > 1.

Diese Schranken sind genau; Gleichheit kann nur im ersten Fall bestehen und auch
dann nur fiir ein gleichseitiges Dreieck mit dem Mittelpunkt O.

Offenbar geniigt es, den Beweis fiir 2 > 0 zu liefern. Fiir negative % ergibt sich das
Resultat durch Anwendung der Polaritdt beziiglich des Einheitskreises um O auf
das Dreieck. Fiir £ =0 (M, = geometrisches Mittel) erhdlt man einen Spezialfall
eines fiir beliebige konvexe Polygone bewiesenen Satzes?) (S. 33).

Wir verwenden den von FEJEs T6tH?) (S. 13) dargestellten, von MORDELL her-
rithrenden Beweis des Satzes von ErpOs. Dort wird gezeigt

R = 7, Sin y'—{- 73 sinf .
= sina

Daraus folgt aber wegen der Konkavitit von f(x) = x* fir 0 <k <1

k-1
Es 2 ki k ki k
Rl gm (7’2 sin-y +73 sin ﬂ)

1) L.FejEs ToTH, Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und im Raum (Springer -Verlag, Berlin 1953)



	Über eine elementargeometrische Aufgabe, die auf ein klassisches Problem der Geometrie führt

