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14 Aufgaben

folge mit D', D", Dm, Es sei M die auf K liegende Menge aller Eckpunkte der
Dreiecke D, D', D",.... Nach der elementargeometrischen Sachlage (vgl. Figur 2)
haben zwei aufeinanderfolgende Dreiecke der Dreiecksfolge einen Schenkel gemeinsam,

und hieraus folgt leicht, dass M auch auf E liegen muss. Da aber ajn
irrational ist, liegt die Punktmenge M auf K überall dicht2), so dass E mit K identisch
sein muss, im Widerspruch zu unserer Gegenannahme. Damit ist unsere sich auf D
beziehende Behauptung bewiesen.

3. Sollte das reguläre Dreieck tatsächlich das einzige Dreieck mit der hier
erörterten Eigenschaft sein, so wäre der folgende Satz richtig: Lässt sich in einer Eilinie
ein einbeschriebenes nichtreguläres Dreieck, sich selbst stets kongruent bleibend, stetig
herumführen, so ist die Eilinie eine Kreislinie.

Herrn W. Süss verdanken wir die Mitteilung8), dass diese Frage schon vor Dezennien
aufgeworfen und beispielsweise in Gesprächen mit T. Kubota erörtert worden ist,
ohne dass diese unseres Wissens bis heute beantwortet werden konnte. Unser Problem
besteht also darin, den oben formulierten Satz entweder zu beweisen oder zu widerlegen.

H. Hadwiger

Aufgaben

Aufgabe 281. a) Demontrer que toutes les Solutions en nombres rationnels non nuls
xt y, z de l'equation x2 + yz — z* sont contenues dans les formules

x a (b2- a2)* b~z, y (b2-a2)* b~2, z (b2- a2)2 fe"1,

oü a et b sont des nombres rationnels non nuls, tels que a2 # b2.

b) D6montrer que toutes les Solutions en nombres rationnels non nuls x, y, z, t de
l'equation x2+y3 + z* — t2 sont contenues dans les formules

x a (c2-a2~-b2)* &~3, y (c2-a2-b2f b~2,

z (c2- a2- b2)2 b~l, t (c2- a2- 62)4 6~3 c,

oü a, b, c sont des nombres rationnels non nuls, tels que c2*¥a2 + b2.
A. Schinzel, Varsovie

Lösung: Es wird unmittelbar verifiziert, dass

x^a(b2-a2)*b-*, y (b2-a2f b~2, z (b2- a2)2 b~l (1)

für alle a und b die Gleichung
#2+^8^4 (2)

erfüllen. Wenn umgekehrt die von Null verschiedenen rationalen Zahlen x, y, z (2)
erfüllen, so setze man a xy~2z=¥0, b — y~2z*=¥Q. Man erhält

0t__ a8Ä y-4 Z2 (^4_ X2) ^ y-\ Z2^Q

und daraus durch Kombination mit den Ausdrücken für a und b sofort (1).
Die zweite Aufgabe wird ganz analog gelöst, nur setzt man hier a xy~2z, b — y~2zs,

c=:y-~*zt, wobei c%— at—bt^y~1z2. A. Bager, Hj0rring (Dänemark)

*) Nach einem bekannten Theorem von H. Weyl ist M auf K sogar gleichverteilt. Vgl. G. Pölya und
G. Szegö, Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis, 1. Band (Berlin 1925), S. 71, Nr. 166.

8) Brief vom 20. September 1957 an den Unterzeichneten.
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Weitere Lösungen sandten L. Carlitz (Durham, N. C, USA), R. Lauffer (Graz),
H. Meili (Winterthur).

Aufgabe 282. Man berechne die Determinante Dn= \atk\, wo

ati =2 coscp (i 1, 2, n), a%it+1=l (i 1, 2, n — 1),

«i,t-i=1 (i 2, 3, ...,-»), atk =0 (k*i, k±i ±1).

M. G. Beumer, Enschede (Holland)
1. Lösung: Durch Entwicklung nach der ersten Zeile erhält man die Rekursionsformel

Dn=2Dn_1coscp-Dn_2.
Man kann leicht feststellen, dass

D± sing? sin 2 cp und D2 sing? sin 3 g?

ist. Man vermutet daher, dass auch allgemein

Dn sing? sin (n +1) g?

gilt. Wir nehmen an, dass die Richtigkeit dieser Vermutung bereits für alle Dk (k 1,
2, n — l) festgestellt sei, und zeigen mittels der obigen Rekursionsformel, dass die
vermutete Formel dann auch für k — n gilt:

Dn sing? — 2Dn_t sing? cosg? —Dn__2 srng?

2 sinn cp cosg? — sin (n — 1) g?

sin(n + 1) g?.
Somit ist tatsächlich

D ^ sin(n + l)y
n sing?

K. Grün, Steyr
2.Lösung: Expanding the determinant Dn with respect to the elements of the first row

we get
Dn=xDnlt-Dn_2 (x 2 coscp).

The recurrence has the general Solution

A en*v + B e-ntv

where A and B are independent of n. Using D0— 1, Dx x, the Solution reduces to the
Tchebychef polynomial

D sin (** + *) 9
n sin g?

L. Carlitz, Durham, N.C. (USA)
Weitere Lösungen sandten J. Basile (Bruxelles), J. C. Binz (Bern), K. Grün (Steyr)

(2. Lösung), R. Lauffer (Graz), F. Leuenberger (Zuoz), H. Meili (Winterthur),
W. Strickler (Zürich), R. Whitehead (Camborne, Cornwall, England).

Neue Aufgaben
315. Mittelwertsatz der Integralrechnung und die drei elementaren Mittelwerte. Es sei f(x)

definiert (und integrierbar) im Intervall (a, b). Man nehme an, dass in jedem
Teilintervall (u, v) von (a, b)

ff(x)dx M(v-u),



16 Neue Aufgaben

wo

y-*«>+*»>. (i,

Man beweise, dass dies dann und nur dann gültig ist, wenn f(x) eine lineare Funktion
ist: f(x) k x 4- r mit konstanten k und r.

Man nehme an, dass f(x) in (a, b) nur positive Werte annimmt, und beweise,
dass die Beziehung

M^uwmi1'2 (2)

dann und nur dann im obigen Umfang gültig ist, wenn

und dass

jtf.iMM (3)

dann und nur dann analogerweise gültig ist, wenn

f(x)-(kx+r)-™.
G. Pölya, Palo Alto (California, USA)

316. Man konstruiere in der Ebene drei sich gegenseitig berührende Kreise, von denen
je eine Tangente mit Berührungspunkt gegeben ist. C. Bindschedler, Kusnacht

317. On considere toutes les coniques bitangentes ä deux cercles donnes dt et (£a, et
ayant la ligne des centres de ces cercles comme axe de sym^trie. Dans chacune de ces
coniques on mene les cordes qui joignent un point de contact de (£t ä un point de
contact de (£,. Trouver Tenveloppe de ces droites. A. Loeffler, Pully-Rosiaz

318. Kann man aus aUen konvexen Rotationskörpern des Rz durch Nebenbedingungen
solche Klassen auswählen, dass die Kugel im Vergleich mit allen Körpern einer
Klasse weder maximales noch minimales Volumen hat H. Bieri, Bern

319. Man zeige, dass in den Dreiecken, für die das Seitenverhältnis A c/a einen kon¬
stanten Wert (1 < X < 2) hat, die aus den entsprechenden Gegenwinkeln gebildete

Summe a y -f 2 a dann und nur dann maximal ist, wenn tgy -f 2 tga 0.
Setzt man t— (<x— ß)/2 (a — n)/2, so gilt für das Maximum der Winkeldifferenz

a— ß

VcST—-tg-U =J^±J^ELrv-u8t«a*—MS 2 rmax ,— =-£-

R. Rose, Saarbrücken

320. 1. n und d sind natürliche Zahlen, r eine ganze Zahl. Weiter ist

*(*.*')-27(1)' * Mmodrf),

wo die Summe nur über das Intervall 0 <& k <£. n zu erstrecken ist. Dann gilt die
Formel

rf-i

2. Die Zahlenfolge vn ist durch

Wjl-1, t/,-3, »„-tv.jL + v*.., (n^3)
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bestimmt. Dann gilt, wenn x aus 2 x n (mod 5) bestimmt ist,

1

S(n, 5, r)

5 [2»+(-l)»2t/n] r x(mod5),

-j[2»+{-l)»vn_J r=*±l(mod5),

{ _[2«_(_l)»t;w4l] r *±2(mod5).

A. Bager, HJ0rring (Dänemark)

Aufgaben für die Schule
Es wird kein Anspruch auf Originalität der Aufgaben erhoben; Autoren und Quellen werden im allgemeinen
nicht genannt. Die Daten für Aufgaben aus der Darstellenden Geometrie sind durchwegs so festgelegt, dass
der Ursprung des Koordinatensystems in der Mitte des linken Randes eines Blattes vom Format A 4 gewählt
werden soll, #-Achse nach rechts, y-Achse nach vorn, «-Achse nach oben, Einheit 1 cm. Anregungen und

Beiträge sind zu senden an Prof. Dr. Willi Lüssy, Büelrainstrasse 51, Winterthur.

1. Von einer rechteckigen marmorenen Platte ABCD ist ein dreieckiges Stück UCV
abgebrochen. Wie kann aus dem Rest eine möglichst grosse neue rechteckige Platte
hergestellt werden (Die Ecke A soll erhalten bleiben.)
^ Verlängere UV bis zu den Schnittpunkten P mit AD und Q mit AB. Die neue
Ecke liegt im Mittelpunkt der Strecke PQ oder in demjenigen Endpunkt von UV,
der diesem Mittelpunkt näher liegt.

2. Durch die Punkte A und B, die auf verschiedenen Seiten der Gerade g liegen, ist
der Kreis zu legen, der auf g die Sehne kleinster Länge abschneidet.
^ Die beiden Sehnenabschnitte müssen gleich lang werden.

3. An die Ellipse mit den Halbachsen a und b ist diejenige Tangente zu legen, deren
Abschnitt zwischen den beiden Hauptachsen ein Minimum ist.
^ Die Abschnitte auf den Hauptachsen werden ^a (a -f b) und yb (a + 6), der minimale

Abschnitt hat die Länge a -f 6, der Berührungspunkt teilt ihn im Verhältnis
a.b.

4. Ein gegebener Drehkegel ist so zu schneiden, dass die Schnittfigur ein Parabelsegment

möglichst grosser Fläche ist.
^ Die Parabelsehne halbiert den zu ihr senkrechten Radius des Grundkreises.

5. Gegeben sind zwei windschiefe Geraden a(K; L) und b(M; N).

K(0; 13; 10), L(17; 2; 0), M(0; -3; 6), iV(17; 12; 9).

Zeichne das kleinste gleichseitige Dreieck, von dem eine Seite in a und der Schwerpunkt

in b hegt.

Berichte

Schweizerische Mathematische Gesellschaft
46. Jahresversammlung in Neuenburg, 22. September 1957

MUe S. Piccard (Neuenburg): Quelques resultats de la theorie des groupes.
Mm« R.C.H.Tanner (Wallington, England): Sur la nullit^.
H. Bieri (Bern): Beitrag zu einem Extremalproblem über konvexe Rotationskörper.
K. Arbenz (Rapperswil SG): Zu den Integralgleichungen der konformen Abbildung.
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